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Resumo

Este trabalho trata das consequéncias sobre os precos de equilibrio da pre-
senca de agentes com racionalidade limitada e da possibilidade de eficacia de um
tipo de andlise técnica muito utilizada no mercado financeiro: a regra de mé-
dias méveis. Na primeira parte, apresentamos uma resenha de diversos trabalhos
sobre o papel dos agentes com racionalidade limitada na formacao dos precos
de equilibrio das agoes. Os diversos modelos foram colocados em um arcabougo
comum para facilitar a exposigao. Sob hipdteses gerais, a presenca de agentes
com racionalidade limitada aumenta a volatilidade das acoes e pode tornar as
trajetorias de pregos bastante complicadas. A presenga de agentes irracionais
e de analistas técnicos pode ser justificada do ponto de vista tedrico. Porém,
utilizando técnicas de bootstrap, nao encontramos evidéncias empiricas de que

um tipo particular de regra de médias méveis produza retornos acima da média
incondicional do IBOVESPA.
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1 Introducao:

O estudo da Economia possui dois objetivos fundamentais. Por um lado,
estamos interessados em entender como os individuos e as institui¢oes decidem
empregar recursos escassos. Por outro, queremos interferir neste processo, de
forma a obter um determinado resultado. Em ambos os casos, nos defrontamos
com o problema de como os agentes enxergam o futuro, ou seja, de que modo sao
formadas as suas expectativas.

O entendimento de como os individuos esperam que a economia se comporte
no futuro é fundamental: dependendo de como sao formadas estas expectativas
o modelo pode apresentar resultados bem diferentes’.

Neste contexto, um ponto de partida natural na elaboracao de modelos econémi-
cos com incerteza seria a especificacao do modo como os individuos formam as
suas expectativas. A primeira solucao foi dada pela imposicao de regras ad-hoc
para a formacao das expectativas. Por exemplo, sob a hipétese de expectativas
adaptativas conseguia-se bons resultados na modelagem de algumas dindmicas
economicas’.

Porém, neste tipo de modelo, a regra de formacao das expectativas nao estd
fundamentada, ou seja, nao hd uma base tedrica sustentando que as expectativas
dos individuos se comportam de acordo com esta ou aquela regra. Isto leva a
debates estéreis sobre qual férmula seria a mais adequada. A isto, soma-se o fato
de que o resultado do modelo nao é robusto a forma com que as expectativas
sao introduzidas. Como consequéncia, os modelos acabam por perder parte da
sua funcao de instrumentos de previsao, uma vez que através de uma regra de
formacao de expectativas conveniente podemos supor o resultado desejado.

Buscando encontrar uma alternativa a hipétese de expectativas adaptativas,
duas correntes de pensamento tomaram forma no inicio dos anos 60. De um lado
estava Herbert A. Simon da Universidade Carnegie-Mellon, que propunha a idéia
de bounded rationality. Este conceito estd baseado na crenca de que os individuos,
apesar de racionais, possuem habilidades computacionais limitadas. Na direcao

10O exemplo cldssico de como as varidveis endégenas da economia podem ser afetadas pelas
expectativas formadas pelos agentes é dado, entre outros, por Nerlove (1958). Ao decidir o
quanto deve plantar, o agricultor leva em consideracao o preco que ele acredita que ird vigorar
a época da colheita. Por outro lado, o prego de equilibrio depende da quantidade de produto que
o agricultor leva ao mercado, além da demanda pelo bem. Neste contexto, diferentes hipéteses
quanto a formacao das expectativas levam a dindmicas de precos e produto distintas.

2Um dos primeiros modelos em que sao utilizadas expectativas ad-hoc foi o de Fisher (1930),
em que o autor trata da relacio entre os juros nominais e as expectativas de inflagdo. A partir
de entao, os modelos de expectativas adaptativas tiveram grande sucesso na modelagem de
certos fenomenos macroecondmicos. Por exemplo, segundo Simonsen (1983), a teoria acelera-
cionista da curva de Phillips com a hipétese de expectativas adaptativas conseguiu explicar
“por que a prosperidade é a companheira dos primeiros passos da inflagdo, e por que a politi-
ca anti-inflaciondria costuma exigir uma temporada de recessao.” Lembremos ainda que em
seu trabalho mais influente, Cagan (1956) também utilizou esta hipétese na construcao de um
modelo que buscava explicar o processo hiperinflacionédrio.



oposta estava seu colega de departamento, John F. Muth, desenvolvendo a idéia
de expectativas racionais. Por uma razao ou outra, a hipétese de expectativas
racionais tomou forca e terminou por impulsionar, nas décadas seguintes, uma
enorme revolucao no pensamento econémico?.

Desta forma, podemos argumentar que existem duas visoes distintas sobre o
modo como os individuos formam as suas expectativas. De um lado temos a Esco-
la Neocldssica e o conceito de expectativas racionais. Como se sabe, este conceito
supoe que, no processo de previsao, o individuo leva em consideracao toda a in-
formacao que possui, utilizando a melhor tecnologia disponivel no processamento
desta informacao. Estreitamente relacionado com este conceito é o argumento
da impossibilidade de ganhos de arbitragem no mercado aciondrio: se algum in-
dividuo elevasse o preco de um ativo acima do seu equilibrio, imediatamente os
agentes racionais lhe venderiam quantidades ilimitadas deste ativo, forcando o seu
preco de volta para o equilibrio e realizando um lucro infinito*. Este raciocinio
levou a conclusao de que individuos irracionais nao sobreviveriam no mercado®.

Em oposicao a esta idéia, a Escola Keynesiana argumenta que os individu-
0s nao sao totalmente racionais®. Ao contrario, os individuos sao muitas vezes
impulsionados por suas emogoes (animal spirits). Assim, fatores outros que os
fundamentos da economia interfeririam no equilibrio dos precos. Considere, por
exemplo, os operadores de mercado que utilizam as chamadas andlises técni-
cas. Estas consistem em tentar descobrir no comportamento passado dos pregos
relacoes nao lineares que possam ser utilizadas na previsao dos precos futuros.
Estes individuos, conhecidos na literatura como tecnical traders, sao muitas vezes
chamados de grafistas (por causa de sua indispensdvel ferramenta de trabalho).

A visao neocldssica tem sido muito atacada. Particularmente no contexto dos
mercados financeiros, o modelo neocléssico, apesar de teoricamente irrepreensivel,
nao consegue explicar com clareza certos fatos estilizados.

O mundo real nao é composto de agentes com expectativas racionais. Co-
mo uma primeira aproximacao, trabalhar com agentes perfeitamente racionais é
mais simples, e produz conclusoes importantes a respeito dos pregos dos ativos.
Porém, cabe perguntar quais as consequéncias de fazermos tal aproximacao. Dito
de outra forma, qual a influéncia que a presenca de agentes com racionalidade

3Ver Sargent (1993) e Sheffrin (1983) para uma anédlise sobre a evolugido do conceito de
expectativas racionais.

4Existem certas hipéteses fortes por tras deste argumento, como veremos na secio 4.

SVer Friedman (1953) para o desenvolvimento desta linha de racioctnio. Porém, como ver-
emos ao longo deste trabalho, o argumento de Friedman pressupoe um poder ilimitado de
arbitragem por parte dos individuos racionais. Se relaxarmos esta hipétese é possivel que
agentes irracionais sobrevivam no mercado. Trataremos mais deste assunto na secao 4.1.

6Devemos ter cuidado como interpretamos a palavra racional. Geralmente, dizemos que um
individuo é racional se ele consegue ordenar, de forma consistente, todas as suas alternativas
de escolha. Neste trabalho, o termo individuo racional sera utilizado para designar o individuo
que possui expectativas racionais. Mais precisamente, iremos utilizar o conceito de expectativas
racionais no sentido de Lucas (1972).



limitada teria sobre os precos de equilibrio?

Este trabalho trata das consequéncias sobre os precos de equilibrio da presenca
de agentes com racionalidade limitada na economia e da possibilidade de eficdcia
das andlises técnicas utilizadas pelos grafistas. A secao 2 expoOes as limitacoes
dos modelos de expectativas racionais ao nao explicar alguns fatos estilizados
para o mercado de ativos. Logo a seguir, apresentamos o modelo bésico que serd
utilizado ao longo deste trabalho. As secoes 4 e 5 apresentam uma resenha de
diversos trabalhos que tratam das consequéncias sobre o prego de equilibrio da
presenca de agentes irracionais e com racionalidade limitada. Tentou-se colocar
os diversos modelos em um arcabouco comum, de forma que fosse possivel uma
melhor identificagao de seus resultados e diferencas. Na secao 6, analisamos a
eficicia no IBOVESPA de uma técnica muito utilizada pelos grafistas, a técnica
de média mével. As consideragoes finais sao feitas na segao 7.

2 Limitacbes dos Modelo de Expectativas Racionais
Para os Mercados de Ativos

2.1 Alguns Fatos Estilizados

Nesta secao, apresentaremos alguns fatos estilizados para o mercado de ativos.
Veremos que alguns sao bastante controvertidos, como o caso da hipétese de
mercados eficientes. De qualquer forma, iremos supor que o mercado de ativos
possui as seguintes caracteristicas:

1. Existe um grande nimero de transacoes ocorrendo diariamente nas bolsas
de valores.

2. O retorno das agoes é muito maior do que o retorno dos titulos sem risco.

3. A volatilidade das agbes é maior do que a que seria justificada por seus
fundamentos.

O primeiro fato é trivial. A segunda caracteristica foi observada por Mehra e
Prescott (1985). Neste famoso artigo, os autores inferiram que o retorno médio
das acoes americanas era por volta de 8%, enquanto que o retorno dos titulos
sem risco era por volta de zero. Obviamente, esperarfamos que o retorno das
acoes fosse maior do que os dos titulos, j4 que sao ativos arriscados. Porém, o
excesso de retorno observado é muito maior do que o esperado (em um sentido
que ficard claro na préxima segao). Finalmente, a terceira caracteristica é a que
merece uma maior explicagao.



2.1.1 A Hipotese de Mercados Eficientes

O mercado de ativos ¢ eficiente em relagao a um conjunto de informacgao se o
ganho esperado de uma operacao baseada em elementos deste conjunto é zero.”
Muito se tem publicado na direcao de corroborar ou nao a hipétese de mercados
eficientes.® Nas palavras de Shleifer e Summers “if the efficient markets hypothesis
was a publicly traded security, its price would be enourmously volatile” .’

Até a década de 80, parecia haver um certo consenso entre os economistas de
que os mercados eram eficientes.!’ Porém, como ¢ comum em Economia, este con-
senso nao resistiu muito tempo. Os trabalhos de Shiller (1981) e Leroy e Porter
(1981) tiveram grande repercussao ao inferir que a volatilidade no mercado de
agoes era muito maior do que a que seria justificada por variacoes nos dividendos.
Apesar de as técnicas econométricas utilizadas por estes autores terem sido con-
testadas, este resultado nao é muito surpreendente, ja que é dificil imaginar que a
enorme variacao didria do prego das acoes seja fruto apenas de mudancas no valor
esperado dos dividendos. Com efeito, a partir do final da década de 80, vérios
trabalhos utilizando técnicas modernas de econometria suportaram a conclusao
que Shiller, Leroy e Porter: os mercados de ativos nao sao eficientes.!! Porém,
se isto for verdade, entao a informacao contida nos precos passados ajudaria na
previsao dos precos futuros. Esta é exatamente a conclusao de Brock, Lakonishok
e LeBaron (1992). Neste trabalho, os autores mostram que individuos utilizan-
do técnicas simples de médias méveis poderiam ter tido um retorno superior ao
indice Dow Jones no perfodo de 1897 a 1986. Examinaremos esta questao mais
detalhadamente na secao 6.

Considere um modelo de equilibrio geral com expectativas racionais ao estilo
de Lucas (1978). Veremos a seguir que este modelo tem dificuldades em explicar
os fatos estilizados considerados acima.

2.2 Expectativas Racionais e Eficiéncia de Mercado

Da maneira com que foi formulado, o conceito de mercados eficientes possui
uma ligacao estreita com a hipétese de expectativas racionais. Suponha um
equilibrio de expectativas racionais. Se os individuos estao utilizando toda a

"Fama (1970) classifica a eficiéncia no mercado de ativos em trés esferas distintas, dependen-
do do conjunto de informagao considerado. Existe eficiéncia fraca quando os precgos revelam
toda a informacao contida nos precos passados. A eficiéncia semi-forte ocorre quando o con-
junto de informagao é composto por toda a informagao disponivel publicamente. Finalmente,
o conceito de eficiéncia forte requer que os pregos revelem, inclusive, informagoes privadas.

8Goss (1992) traz intimeras referéncias

9Shleifer e Summers (1990).

10Como exemplo, Shleifer e Summers (1990) citam o artigo de Jensen (1978), no qual o autor
afirma que “the efficient market hypothesis is the best established fact in all of social sciences”.
Ver Campbell e Shiller (1988a,b), Leroy e Parke (1992) e Campbell e Kyle (1993).



informacao disponivel na economia, ou dito de outra forma, se todos os ganhos
de arbitragem ja foram exauridos, entao os precos dos ativos devem refletir toda
esta informagao. Caso isto nao ocorresse, existiriam oportunidades sistematicas
de lucro para individuos melhor informados. Mas isto violaria a hipétese de que
os individuos utilizam toda a informacao da melhor maneira possivel.

Considere um modelo simples de um mercado de ativos com expectativas
racionais. Em equilibrio, os precos devem ser funcao apenas do valor presente
dos dividendos futuros, de modo que os mercados sdo eficientes.!? Isto significa
que as variagoes nos precos de equilibrio dos ativos sao causadas por mudancas nas
percepcoes quanto ao comportamento dos dividendos futuros. Porém, o que se
observa nos dados é uma volatilidade dos precos muito maior do que a justificada
pelos dividendos. Voltaremos a este ponto mais tarde.

Uma saida para este problema é relaxar a hipotese de racionalidade plena na
economia. Se existem individuos que nao possuem expectativas racionais, entao
o preco de equilibrio deve refletir, além dos fundamentos, o modo com que estes
agentes formam as suas expectativas.

2.3 Milgrom e Stokey

De forma a justificar o grande fluxo de transacgoes, suponha que exista as-
simetria de informacao nos mercados financeiros. A idéia é que a existéncia de
informacoes privilegiadas levaria a um maior volume de transacao. Com isso
os individuos nao trocariam ativos apenas com a chegada de novas informacoes
(publicas) sobre os fundamentos. Porém, Milgrom e Stokey (1982) demonstraram
que em um modelo de expectativas racionais com assimetria de informagao, se a
economia comeca em uma situagao eficiente no sentido de Pareto, o melhor que
agentes avessos ao risco podem fazer é nao transacionar. A razao disto é bastante
intuitiva: em um mercado em que a informacao é assimétrica, se um individuo
A se propoe a transacionar, os demais individuos inferem que A deve possuir
uma informagao privilegiada sobre o ativo. Assim, a tnica forma destes outros
individuos aceitarem a transacao é se eles proprios possuirem uma informagao de
melhor qualidade. Porém, neste caso, o individuo A nao aceitaria a transacao que
ele mesmo estd propondo! Desta forma, o tinico equilibrio é nao haver transacao
alguma.'3

Mas como explicar o enorme fluxo de transacgoes verificados diariamente nas
bolsas de todo o mundo?

2Lucas (1978) utiliza um modelo de equilibrio geral com expectativas racionais para encon-
trar o funcional de precos da economia. O autor mostra que, como caso particular, é possivel
encontrar o funcional de pregos como sendo igual ao valor presente (esperado) dos seus divi-
dendos futuros.

13Este resultado é de certa forma surpreendente, ja que a chegada de novas informacoes muda
as priors dos individuos. Isto mudaria as taxas marginais de substituicao, o que seria um indicio
de que os agentes estariam dispostos a transacionar.



Podemos responder esta questao de pelo menos duas maneiras.

Em primeiro lugar, poderfamos imaginar que estamos numa situacao que nao
seja Pareto 6tima, o que justificaria a existéncia de transagoes. Porém, anédlises
fora do equilibrio sao muito controversas, ji que o mercado de ativos parece
se ajustar quase que instantaneamente. De qualquer forma, é tal o volume de
transacoes, que fica dificil imaginar que estamos apenas observando transicoes
até o 6timo de Pareto. Um outro argumento, este sim bem mais palatdvel, é
que existem individuos na economia que nao possuem expectativas racionais. A
introducao de agentes nao racionais na economia possibilita a existéncia de trocas,
mesmo quando partimos de uma situacdo eficiente no sentido de Pareto'?.

2.4 O Retorno Excessivo das Ac¢oes: The Equity Premium
Puzzle

Em 1985, Mehra e Prescott mostraram em um artigo publicado no Journal
of Monetary Economics que o retorno médio das acOes americanas era por volta
de 8%, enquanto que o retorno dos titulos sem risco era por volta de zero. Tal
diferenca, concluiram os autores, nao poderia ser explicada apenas pela aversao ao
risco dos investidores, quando consideramos um modelo tradicional de individuo
representativo. Segundo este modelo o excesso de retorno sé seria explicado se os
individuos possuissem uma aversao ao risco muito maior do que a empiricamente
justificada. Parte do puzzle pode ser solucionada se relaxarmos a hipétese de
racionalidade plena!®. Trataremos mais deste assunto na secao 4.

3 Modelo Basico

Nesta secao, descreveremos um modelo simples de pregos de ativos que serd
utilizado ao longo deste trabalho. Considere um modelo competitivo de geracoes
superpostas com dois periodos. A cada periodo os agentes devem decidir o quanto
alocar de sua riqueza em cada um dos dois ativos disponiveis:

— Ativo sem risco: custa 1 e possui retorno R = (1 +r), onde r > 0;

= Ativo arriscado: custa p, e paga dividendos estocdsticos ;.10

14 Esta ndo ¢ a tnica forma de resolver o problema de ndo transacio. Em modelos sequenciais
com assimetria de informacao e choques nas transacoes, podemos ter equilibrio com transacao.
Néo trataremos de modelos sequencias neste trabalho. Ver O’Hara (1995) para uma discusséo
sobre o assunto.

15Novamente, a introducio de agentes irracionais nao ¢ a tnica forma de resolver o Equity
Premium Puzzle. Ver O’Hara (1995).

16Por enquanto, ndo vamos assumir nenhuma hipétese sobre o processo estocdstico {y;}.



No segundo perfodo os individuos consomem tudo aquilo que investiram. Por
hipdétese, nao ha consumo no primeiro periodo.

Suponha que existam h = 1,2, ..., H tipos de individuos nesta economia. Estes
individuos diferem quanto a sua crenca sobre a funcao de probabilidade que rege
os pregos (cum-dividendo) futuros. Defina Ej; e Vi, como sendo a esperanca e
a varidncia condicionais, percebidas pelo individuo h. De maneira semelhante,
podemos definir E; e V; como sendo a esperanca e a varidncia condicionadas aos
valores passados dos precos e dos dividendos.'”

Imaginemos que a funcao de utilidade do individuo A seja do tipo média-

variancia'®:

5
En W] — 7hvht (W] (1)

onde:
W, : riqueza do individuo h no segundo perfodo;
v, : coeficiente absoluto de aversao ao risco do individuo h.

Nesta estrutura, o problema do individuo A é escolher o quanto alocar de sua
riqueza em cada ativo de modo a maximizar a sua utilidade esperada quando
idoso, sujeito a sua restricao or¢camentdria:

MaxEwn Wk, - %Vht (W] (2)

h
Z?7¢t

s.a Wth = Zthpt+¢?
Wiy = 2Mpe1+y1) + ¢/ R

onde:

2l : quantidade alocada pelo individuo h no ativo arriscado;

" . quantidade alocada pelo individuo / no ativo sem risco.

As restrigoes orgamentérias do individuo podem ser escritas sob a forma in-
tertemporal:
W/ = 2} (pre1 + yie1 — Rpr) + RW, (3)

1"Estes valores estdo sob dominio piiblico.

18Podemos justificar a utilizacdo de funcoes utilidades deste tipo de diversas formas. Por
exemplo, se a fun¢io de utilidade do individuo ¢ do tipo U, = —exp[—yW/,], podemos
mostrar que as condigoes de primeira ordem serao idénticas as que surgem da maximizagao de
(1), desde que os retornos sejam normalmente distribuidos.

Uma outra alternativa, é supor que o individuo possue uma fungao de utilidade quadratica.
Isto implica que este individuo preocupa-se somente com os dois primeiros momentos da fungao
de probabilidade da sua riqueza futura. Ver Huang e Litzenberger (1988) para um tratamento
mais profundo quanto a utilizacdo de funcées de utilidade do tipo média-varidncia em financas.




Defina o excesso de retorno do ativo arriscado como:
Riv1 = pra1 + ys+1 — Rpy (4)

Iremos assumir que a varidncia do excesso de retorno é constante ao longo do
tempo e para todos os tipos de individuos'®. Com isso, definimos:

_ 2
Vit Riv1 = OR1
Com estas hipdteses, o problema do individuo é solucionado por:

FE [pt+1 + Yp+1 — Rpt]

2
YhO Rysr

(5)

Zht =

A equacao (5) é a funcao demanda do individuo h pelo ativo arriscado. Uma
andlise desta equagao nos apresenta dois canais para a introdugao de heterogenei-
dade nesta economia: a esperanca condicional e o coeficiente de aversao ao risco.
Neste trabalho estaremos basicamente preocupados com diferencas no primeiro
momento da distribuicao de probabilidade dos precos futuros e nao com difer-
encas na aversao ao risco. Desta forma, a aversao a risco é suposta constante
entre os individuos.

4 O Risco dos Noise Traders

O termo noise trader foi introduzido na literatura de finangas por Kyle (1985)
e Black (1986)°.

Black comeca seu artigo reconhecendo os problemas com os modelos de ex-
pectativas racionais, principalmente o problema da nao transacao e o paradoxo
do custo da informacao.?!

Y9Uma justificativa para esta simplificacio pode ser encontrada em Nelson (1992). O autor
mostra que a estimacao de varidncias condicionais ¢ muito mais facil do que a estimacao de
médias condicionais. Desta forma, os agentes irdo diferir muito mais na média condicional do
que na varidncia condicional.

20Enquanto o artigo de Kyle parece estar mais preocupado em modelar como os agentes
racionais explorariam a falta de racionalidade dos moise traders, gerando o bid-ask spread, o
trabalho de Black estd mais interessado nas consequéncias gerais da introdugao deste tipo de
agente na economia e, em particular, na sua agdo sobre o prego dos ativos. A influéncia da
presenca de ruido na economia parece ser uma questao mais interessante, de modo que nos
concentraremos no trabalho de Black.

2'Em modelos de expectativas racionais com assimetria de informacao, o preco de equilibrio é
plenamente revelador. Se toda a informagao estd nos pregos os individuos nao teriam, ex-ante,
incentivos a buscar, por si préprios, qualquer informagao. Dito de outra forma, a informacao
privada nao teria valor monetdrio. Mas, se nenhum agente procura informagao, como esta
informacao aparece na economia? Ver Grossman (1989) para uma discussio detalhada sobre o
papel informacional dos pregos.



O problema dos modelos com racionalidade plena é que, apesar de haver
incerteza quanto ao estado futuro da economia, nao hé incerteza quanto ao com-
portamento dos agentes. E exatamente este tipo de certeza que permite que
os agentes possam inferir que determinado individuo possui informacao priva-
da meramente pela sua disposi¢ao a transacionar. A introducao de incerteza
no comportamento dos agentes quebra esta ligacao, criando a possibilidade de
transacao.

A definicao de Black para os noise traders prima pela clareza e simplici-
dade: “noise trading is trading on noise as if it were information”. O exemplo
classico sao os individuos que acreditam que possuem informagoes privilegiadas
sobre determinada acao mas na verdade s6 possuem ruido. Porém, existem out-
ros exemplos que tentam justificar este tipo de comportamento sem apelar para
diferencas na qualidade da informagao. Considere o caso em que ocorreu deter-
minado estado da natureza que fez com que um individuo precisasse de liquidez.
Isto forgaria este individuo a vender parte de seus ativos, independente do prego
que estd em vigor.

O que mais impressiona no artigo de Black é a forma clara com que ele aborda
as principais caracteristicas da introducao de risco na economia. Apesar do artigo
nao conter nenhum modelo analitico formal, as principais conclusoes do autor
receberam o devido respaldo matematico em artigos posteriores, notadamente na
trilogia de De Long, Shleifer, Summers, e Waldman.?> Este serd o assunto desta
secao.

Em modelos com racionalidade plena os precos seguem apenas os fundamentos
da economia. Qual seria a consequéncia nos precos de equilibrio da presenca dos
notse traders? Uma andlise superficial seria a seguinte: se os precos se desviassem
dos seus fundamentos os agentes racionais iriam tomar posigoes ilimitadas con-
trarias as dos agentes irracionais, forcando imediatamente o preco de volta ao seu
valor fundamental. Nesta andlise simplista estamos implicitamente supondo que
nao existe incerteza (por parte dos agentes racionais) nem quanto aos fundamen-
tos da economia nem quanto ao comportamento dos noise traders. Em outras
palavras estamos supondo que os racionais possuem um poder de arbitragem
ilimitado. Mas, pela prépria definicao de noise traders, o seu comportamento é
incerto. Se os agente racionais sao avessos ao risco, esta incerteza limita o seu
poder de arbitragem. Um exemplo simples ajuda a entender este argumento.
Suponha que o comportamento dos agentes irracionais elevou o prego acima do
seu fundamento. Os agentes racionais estariam propensos a arbitrar em cima
dos noise traders. Porém, estes agentes racionais percebem que devido ao com-
portamento incerto dos noise traders, é possivel que eles continuem comprando
agoes, elevando ainda mais o seu prego. Como se tratam de agentes avessos ao
risco, esta incerteza quanto ao comportamento dos noise traders limita a acao
dos arbitradores. Observe que este argumento é valido mesmo quando nao existe

22De Long, Shleifer, Summers e Waldman (1989, 1990 e 1991).
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incerteza quanto aos fundamentos da economial!

Contudo, se os agentes racionais possuissem vida infinita, esta limitacao pode-
ria desaparecer (se a distribuigao de probabilidade que rege o comportamento dos
noise traders fosse conhecida). Por esta razao, uma outra hipétese implicita no
modelo bésico é a de que o horizonte de escolha dos individuos racionais é lim-
itado. Isto impede que os agentes racionais possam amparar-se em alguma lei
de grandes nimeros e esperar indefinidamente até que o preco volte ao seu valor
fundamental, para entao realizar os seus lucros de arbitragem.

De Long, Shleifer, Summers, e Waldman (1990) modelaram formalmente o
papel do risco dos noise traders no comportamento dos pregos. De forma a
simplificar o problema, suponha que existam apenas dois tipos de agentes:

—> Racionais, denotados por i;

—> Noise traders, denotados por n.

Os individuos diferem, basicamente, na sua percep¢ao quanto ao compor-
tamento dos pregos. Os individuos racionais possuem expectativas racionais e
conhecem a verdadeira distribui¢ao dos retornos dos ativos. Por sua vez, os noise
traders conhecem a taxa de retorno do ativo sem risco, mas erram em sua pre-
visao quanto ao comportamento do preco da agao. Suponha que o erro dos noise
traders ao inferir o preco cum-dividendo esperado para o préximo perfodo seja
dado por:

pr=p"+n (6)
onde 7, ~ N(0,07).

Supomos ainda que o valor de p, nao é conhecido por nenhum individuo até
a dada t.

Observe que esta hipétese sobre o erro de previsao nos permite encontrar uma
relagao entre o excesso de retorno esperado pelos agentes racionais e pelos noise
traders:

Ent[pe1 + Yer1 — Bpe] = Ey[pevr + Yevr — Bpe] + py (7)

Considere o modelo bédsico descrito na secao 3 onde os individuos racionais
estao presentes em medida (1 — 1) e 0s noise traders estao presentes em medida
1. Suponha que ambos os individuos possuem riqueza inicial igual a 1 e que a
oferta liquida do ativo arriscado também seja igual a 1. Considere o caso em que
nao existe risco fundamental, ou seja, que o ativo arriscado paga um dividendo
certo igual ao dividendo do ativo sem risco, ou seja, y; = r. Apesar de nao haver
incerteza quanto ao dividendo do ativo arriscado, a presenca dos noise traders
faz com que o prego do ativo nao seja previamente conhecido. Com isso, existe
incerteza quanto ao excesso de retorno.

Note que isto implica que a varidncia condicional do excesso de retorno iguala-
se a varidncia do preco: O'%H . = Viupr+1. Usando a equacao (7) podemos, através
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de uma simples manipulacao da equacdo (5), escrever as demandas pelo ativo
arriscado dos dois tipos de agentes:

Ey [pt+1 +7r— Rpt]

V0
E; +r—R
- it (D1 i Pt 4 /;t (9)
70’Rt+1 70Rt+1

Para encontrarmos o funcional de precos de equilibrio, basta somarmos as
demandas dos dois tipos de individuos e igualéd-las a oferta de ativos arriscados,
que é igual 1:

L= (1= w2+ pzm
Eil[pi+1 + 1 — Rpy] n IuEz't [Dr+1 + 1 — Rpy] iy Py

= (1—p)
V0%, V0%, V0%
_ Ey[pisa+1r — Rp|] Pt
= 2 T H——
VYO Rya YO R4a

Logo, podemos escrever p; como:

1
P = ﬁ {7‘ + Py + Eit[pt+1] - ,ya-%t+l}

Resolvendo recursivamente este funcional, e usando a lei das expectativas
iteradas, encontramos :

A B A . Eylp,]
S A S
Iremos supor que nao existem “bolhas” nos pregos, ou seja, que lim,_, E";%—[ff] = 0.
Isto implica:
R LV e ) B e
pr =1+ I + 7 7R (10)

Substituindo esta expressao na férmula da varidncia do preco do perfodo t+1,
encontramos:

Fhus = Var(Poa] = Var M) ()

Logo, o preco de equilibrio é dado por:
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plp, = p*) | pp* Y Hoy
pr =1+ o + % -T2 (12)

A equagao (12) pode ser interpretada da seguinte forma. Os seus trés ultimos
termos representam o impacto da presenca dos noise traders no prego de equi-
librio. Com efeito, se existissem apenas individuos racionais na economia (p = 0
e 0%, = 0), a equagdo (10) nos diz que o prego do ativo deveria ser igual ao

valor presente do seu fluxo de dividendos:

S — 4
L+r (147 (147)°
=1

no=

Este é o valor fundamental do preco de equilibrio. Note que podemos obté-lo
através da equagao (12), bastando para isso fazer p = 0 (ou seja, nao existem
noise traders).

Desta forma, a perturbacao dos noise traders no preco de equilibrio possui
trés componentes. Analisaremos os seus efeitos separadamente.

O primeiro componente, representado por w, captura as flutuagoes no
preco de equilibrio devido & mudancas na opiniao dos noise traders de deter-
minada geracao em relagao a percepcao média dos noise traders. Quando uma
geracao de noise traders é mais bullish do que a média das geragoes, eles elevam
o preco do ativo.

O termo “—g, representa o efeito em p; do viés médio dos noise traders em
relacao ao preco fundamental. Mede, de certa forma, a influéncia do grau de
otimismo ou pessimismo que uma geragao média possuiria.

Finalmente, o termo %“ R‘Z” é 0 que possui a interpretacao mais interessante.
Observe que o ativo arriscado s6 é arriscado pela presenca de noise risk. Como j&
vimos, na auséncia deste tipo de investidor, o preco deste ativo deveria ser igual
ao preco do ativo sem risco, ou seja, deveria ser igual a 1. Porém, se existe noise
risk, este ativo passa a ter risco, e portanto deve ter um preco menor de modo a

estimular a sua compra.

4.1 A Sobrevivéncia dos Noise Traders

A relutancia em se utilizar modelos com agentes irracionais é até certo pon-
to justificdvel. Friedman (1953) j4 argumentava que individuos irracionais nao
poderiam sobreviver no mercado. Isto porque estes individuos (em média) com-
prariam na alta e venderiam na baixa de modo que acabariam por perder toda
a sua riqueza. Porém, este argumento nao leva em consideragao a possibilidade
que certas realizagoes do comportamento dos noise traders os levem a assumir
um maior risco.
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A presenca de noise risk na economia reduz a atracao dos agentes racionais
pelo ativo arriscado, diminuindo o seu preco. Como o comportamento dos noise
traders & aleatdrio, existe a possibilidade de que eles comprem uma quantidade
maior do ativo arriscado que os individuos racionais e, por esta razao, possam
receber um maior retorno esperado. Observe que este argumento nao garante
a sobrevivéncia dos agentes irracionais. No longo prazo, a probabilidade destes
agentes enriquecerem é muito baixa, enquanto que a probabilidade deles irem a
faléncia é muito alta. Isto sugere a necessidade de estudarmos o que ocorre com
as distribuigoes de riqueza na economia ao longo do tempo.

Comecemos por analisar a possibilidade de que os agentes irracionais possuam
um portifélio com maior retorno esperado.

A diferenca entre o retorno esperado total dos dois tipos de agentes é dada
por:

AR, = (2nt — 2it) [Dt+1 + 7 — peR] (13)

Ou seja, esta diferenca é dada pela diferenca nas demandas por agao multi-
plicado pelo excesso de retorno pago por este ativo. Utilizando as equagoes (9) e
(8), podemos escrever:

14 7)?
2ot — Zip = ptz — ( > )zpt (14)
Vo Yooy,
onde a tltima igualdade segue de (11). Se utilizarmos a equagao (10), o valor
esperado, no perfodo t, do excesso de retorno pode ser escrito como:

2.2
Eit [pevs + 1 = peR] = 0% — pp, = % — Kpy
Logo,
2 2.2
BulaRd = (Y )
= Pt~ Rzpi
YO,

Se tomarmos a esperanca da expressao acima para todo t:

R? (pp)” + RPo}
Ypo?

Como foi argumentado, para que os noise traders tomem mais risco é necessério

que eles sejam bullish (p* > 0). Desta forma, quanto mais bullish sdo os indivi-

duos mais agoes eles demandam, o que é refletido em maior retorno esperado de
seu portifélio. O segundo termo da equagao (15) é o resultado de trés efeitos. O

FE [ARn_Z] = p* - (15)
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termo R2 (pr)? incorpora o efeito que o aumento da demanda por acoes tem sobre
o preco. Novamente, quanto mais bullish os noise traders, mais eles demandam
da acao o que eleva o seu preco, diminuindo o seu retorno. Por sua vez, o termo
Rzo*f7 reflete a intuicao de Friedman sobre o comportamento dos agentes irra-
cionais. Quanto mais os noise traders compram da acao mais eles aumentam o
risco desta agao (risco que eles mesmo geram). Finalmente, o termo ’y/wfi explica
a possibilidade de maior retorno por parte dos noise traders. Quanto mais noise
risk, mais varidvel o prego se torna. Como os agentes racionais sao avessos ao
risco eles limitam a extensao de suas posigoes contra os noise traders. Assim, se
este efeito é mais forte do que os dois efeitos anteriores e se os noise traders sao
bullish o suficiente, seu portifélio possui um retorno esperado maior.

Como haviamos comentado, esta possibilidade nao garante a permanéncia dos
individuos irracionais no mercado. Uma anélise da distribui¢ao de longo prazo
da riqueza dos racionais e dos irracionais ¢é feita por De Long, Shleifer, Summers,
e Waldman (1991). A conclusdo dos autores é que sob certas condigoes sobre
o grau de “confusao” criada pelos noise traders, estes nao apenas recebem um
retorno esperado maior como também sobrevivem no mercado.

4.2 A Importancia do Conceito de Noise Risk

O modelo apresentado é bastante simples. O objetivo dos autores é fazer
com que o leitor entenda o papel que a presenca de agentes irracionais tem sobre
o preco de equilibrio. Mesmo desprovido de maiores complicagoes, este modelo
nos ajuda a compreender o porqué das dificuldades dos modelos de expectativas
racionais em explicar os fatos estilizados da segao 2.

Ja vimos como a introducao de agentes irracionais nos permite entender a
enorme quantidade de transagoes nos mercados de ativos. Quanto ao excesso de
volatilidade das agoes em relacao aos seus fundamentos, observe que no modelo
descrito acima nao existe risco fundamental, mas o preco de equilibrio das acoes
varia ao longo do tempo. Assim, a volatilidade de uma acao seria explicada nao
apenas por mudancas em seus fundamentos, mas também pela presenca de noise
traders. Se existe noise na economia esta volatilidade pode ser muito alta.

Finalmente, o modelo também lanca luz sobre o chamado equity-premium
puzzle. Como os agentes sao avessos ao risco, o retorno das acoes deve ser maior
do que o dos titulos sem risco. Chamamos este excesso de prémio de risco. Como
vimos, de modo a justificar o prémio de risco observado no mercado, os modelos de
expectativas racionais impoem um grau de aversao ao risco muito maior do que o
razoavel. Note que podemos olhar a questao por um outro dngulo. Considere um
nivel razodvel de aversao ao risco. De forma a justificar o excesso de retorno, as
acoes deveriam ser mais arriscadas do que seria explicado pelos seus fundamentos.
Mas isto é exatamente o que prevé o modelo de noise traders. Resumindo: parte
de prémio de risco deve-se ao noise risk, que nao é capturado nos modelos de
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expectativas racionais.

5 Modelos com Racionalidade Limitada e Ex-
pectativas Heterogéneas

Analisamos na secao passada o papel que individuos irracionais tém sobre
o preco de equilibrio. Nesta segao, estaremos interessados no comportamento
dos precos de equilibrio em uma economia com individuos com expectativas het-
erogéneas e racionalidade limitada.

Considere uma economia em que os individuos desconhecem a distribuicao
de probabilidade dos precos futuros de equilibrio. Porém, suponha que estes
individuos possam adquirir “previsores” para as realizacoes dos precos futuros.
Basicamente existem duas classes de previsores: o fundamentalista e a “andlise
técnica”. A cada periodo o individuo escolhe se serd um fundamentalista ou um
tecnical trader baseado em uma medida de performance para cada previsor.

Technical traders, ou analistas técnicos, sao individuos que buscam na andlise
de séries de precos passadas padroes complexos que os ajudem a prever o com-
portamento dos precos futuros. Estes individuos sao muitas vezes chamados de
grafistas ou tendencialistas.

A utilizacao de andlises técnicas tem origens remotas®, e persiste até ho-
je. Como nao existe qualquer fundamentagcao econémica clara nestas técnicas,
seus precursores eram tratados com desprezo pela academia. Apesar disto, o
uso de andlises técnicas nao retrocedeu. Assim, a questao de como os grafistas
conseguem (ou conseguirao) sobreviver no mercado e a possivel eficicia de suas
técnicas voltou a instigar a curiosidade de muitos académicos®?.

De qualquer forma, analistas técnicos e fundamentalistas continuam a con-
viver no mercado. Esta heterogeneidade das expectativas pode ter consequéncias
interessantes sobre os precos de equilibrio. Em particular, mostraremos que mod-
elos em que a economia é formada por fundamentalistas e tecnical traders podem
explicar alguns fatos estilizados que o modelo de expectativas racionais falha em
explicar.

Nesta sec¢ao, exploraremos os artigos de Brock e Hommes (1997, 1998, 1999)
onde os autores introduzem o conceito de equilibrio de crencas adaptativas em

23Segundo Bernstein (1993), uma das primeiras técnicas de andlise de precos passados para
previsdo de pregos futuros foi desenvolvida por Charles Dow no final do século XIX. A idéia
da “Dow Theory” é a mesma dos analistas técnicos atuais: a de que existem tendéncias nos
precos que podem ser extrapoladas sistematicamente. Ironicamente, talvez esta teoria tenha
contribuido para a disseminagao do que Bernstein acredita ser a contribuicao mais importante
de Dow: os indices Dow&Jones.

24Uma anélise sobre a eficdcia das técnicas utilizadas por estes individuos sersd desenvolvida
na segao 6.
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uma economia com agentes heterogéneos. Além da sua beleza matemadtica, o
modelo permite uma andlise das possiveis consequéncias sobre os precos de equi-
librio da heterogeneidade dos agentes.

No que se segue, apresentaremos o modelo e seus principais resultados. Alguns
destes resultados encontram respaldo na literatura recente de sistemas dindmicos.
Conceitos bésicos de sistemas complexos sao apresentados de forma heuristica no
apéndice.

5.1 O Modelo

Considere novamente o modelo béasico da se¢ao 3. Suponha que os ativos
arriscados estao em oferta liquida zero. Lembre-se que existem H tipos de indi-
viduos nesta economia. Seja ny; a proporcao de individuos do tipo h =1, ..., H
na data ¢t. Em equilibrio, a oferta de titulos deve ser igual a demanda, de forma
que devemos ter:

Epg[pes1 +ye1 — Bpe] |
> 2 =0
h 70—Rt+1

ou equivalentemente,
Rp, = E Nt Epy [pt+1 + yt+1] (16)
h

Um caso particular muito importante é aquele em que todos os individuos
possuem expectativas racionais. Neste caso, a expressao acima implica que o
funcional de precos de equilibrio sob expectativas racionais deve satisfazer:

RPI = E; [p:+1 + Z/t+1] (17)

onde p; serd chamado de solucao fundamental. Podemos resolver recursivamente
a equagao acima (usando a lei das expectativas iteradas). Como resultado, tere-

mos:
0o

* E [yt"'i]
Py = Z i
=1 R
Ep} _

onde estamos supondo que, lim; .., &+ = 0, ou seja, que nao existem bolhas
especulativas. Observe que para o caso particular em que {y;+1} é I.I.D. com
Eilyi+1] = U , o prego de equilibrio serd constante:

PRI

Defina o desvio do prego fundamental como sendo:
Ty =p— P (18)

Veremos mais adiante a conveniéncia de trabalharmos com desvios em relagao
ao preco fundamental.
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Quanto a estrutura das expectativas dos agentes, suponha que:

Enpev1 + Y1) = Eipieq + yeea] + fr (i1, -, 2 1) (19)

onde f;, é uma funcao deterministica qualquer que difere entre os diversos tipos
de individuos. Desta forma, a esperanca condicional do agente h sobre o nivel
de precos futuro é dada pela soma da parte fundamental deste preco com uma
funcao de desvios passados. Esta especificacao permite modelar o comportamento
dos analistas técnicos, que utilizam informagoes passadas na previsao dos precos
futuros. Note que podemos utilizar as equagoes (17) e (19) para escrever as
demandas pelo ativo arriscado [equagao (5)] na forma de desvio:

_ Jni-1— Rry g

Zpt—1 = (20)
VO

Podemos entdo reescrever a equagao (16) sob a forma de desvio:

Rxy = Z Npt By [pt+l + Yp+1 — Rpﬂ
h
= Znht{Et[p:+l + Yer1 — Bpi] + fo (@1, -, 2-1) }
h

= Z e fn (Te-1, -, Te1) (21)
h

onde a tltima igualdade segue da equagao (17).
Defina p;, = Ep[Ri+1] e considere a seguinte fungao objetivo:

Mzatht [Ri+1]2z — %szht [Ri+1] = Mzaxphtz - %22‘7?%“1 (22)

Observe que (22) é equivalente ao problema (2) a menos de uma constante. Logo,
a solucao para a demanda por ativos arriscados é a mesma em ambos os problemas
e depende apenas de p;,. Chamaremos esta demanda de z (py,).

Agora, podemos escrever o excesso de retorno do ativo arriscado como:

Riv1 = prv1+ Y1 — Bpy
Tyw1 + Piag + Y1 — Ry — Rpyf
= Tyr1 — Ry + piag + Vw1 — Bi[Diy + yeea] + Eepieq + yes1] — Bpf
= X441 — Roy + p;ek+1 + Y1 — L [p;l + yt+1]

onde a ultima igualdade segue da equagdo (17). Defina 641 = piiq + Yes1 —
Ei[p;+1 + yi+1]. Observe que E;[64+1] = 0, ou seja o processo {pi,q + yi+1} € um
martingal com relacao aos fundamentos. Assim, escrevemos:

Riv1 = 2441 — Ry + 0441 (23)
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Podemos interpretar a equagao (23) como a decomposi¢ao do excesso de re-
torno em dois componentes. O primeiro, x;+1 — Rx;, representa a influéncia no
excesso de retorno da presenca dos analistas técnicos. Em outras palavras, in-
dica a acao dos desvios em relagao aos fundamentos. O segundo, 6,+1, seria a
contrapartida da hipétese de mercados eficientes, ou seja, s6 existiria excesso de
retorno no caso de choques externos.

Precisamos definir a forma como os agentes enxergam o futuro. Numa solugao
engenhosa, Brock e Hommes (1997) supoe que existem H previsores para o prego
futuro. Cada previsor é caracterizado pela forma com que as estimativas do ex-
cesso de retorno do ativo arriscado sao produzidas. Diferentes tipos de previsores
significam diferentes tipos de expectativas. Num contexto de racionalidade limi-
tada, os agentes vao escolhendo entre estes previsores com base em uma medida
de performance?. Isto introduz uma nova dimensao no problema dos individuos:
nao apenas eles devem escolher o quanto irao demandar do ativo arriscado, mas
também qual previsor irao utilizar. Neste contexto, o individuo h ¢é totalmente
caracterizado pelo fato de estar utilizando o previsor h, de forma que os termos
“previsor” e “expectativas” serao equivalentes.

Queremos definir uma medida de performance para um previsor. Uma medida
simples poderia ser dada pelo lucro que foi observado quando se utilizou o previsor
h no periodo anterior. Para isto, defina:

The = T (Rix1, prt) = Rew12 (ppe) — Che = (T2 — Ry + 641) 2 (pp) — Che (24)

onde Cj; mede o prego do previsor h em t. Uma abordagem mais genérica seria
utilizar nao apenas o lucro realizado do perfiodo corrente, mas também os lucros
realizados no passado. Uma das formas de modelarmos isto seria definir a medida
de performance como:

Unt =7t +EUp -1 (25)

onde o pardmetro £ representa a “meméria”’ da medida de performance.

Falta definir a dindmica da escolha dos previsores. A forma com que Brock
e Hommes modelam as escolhas entre previsores é bastante interessante. A cada
instante do tempo, o individuo deve escolher, entre um nimero finito de previ-
sores, aquele que mais lhes agrada. Este é, tipicamente, um problema de escolha
discreta. As iltimas décadas presenciaram um enorme desenvolvimento nas apli-
cagoes de modelos de escolha discreta em economia. Para uma anélise extensa
sobre o assunto ver Maski e McFadden (1981) e Anderson, de Palma e Thiesse
(1992).

Considere um individuo que se defronta com o conjunto finito H de previsores
mutuamente exclusivos?®. Suponha que ele deva selecionar o que mais lhe agrada

25(0s agentes ndo sdo perfeitamente racionais pois nao levam em consideracdo o comporta-
mento dos demais agentes. Além disso, veremos mais que estes agentes nao possuem toda a
informagao necessédria para analisar a performance dos estimadores. Neste sentido, os agentes
possuem racionalidade limitada.

26Na andlise dos modelos de escolha discreta, seguimos Anderson, Palma e Thisse (1992).
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baseado na medida de performance (25). A abordagem neocldssica para este
problema é supor que o individuo é capaz de comparar dois previsores a,b € H
usando um operador de preferéncias <. Se a < b, entao ou o individuo prefere a
a b, ou é indiferente entre as duas alternativas®’.
Como H ¢ finito, podemos garantir a existéncia de uma alternativa preferida,
ou seja,
Jda* € H; a*<a Ya€e H

Também garantimos a existéncia de uma funcao U : H — R tal que:
a<b<=U(a)>U() Va,be H (26)

Desta forma, podemos definir a medida de performance (25) como a fungao
de utilidade sobre os previsores.

Para um economista neocldssico o problema de escolha entre os previsores é
bastante simples: a cada periodo t todos os individuos escolhem o previsor de
maior performance naquele periodo®®.

Uma outra alternativa seria imaginar que o individuo nao consegue observar
perfeitamente a performance do estimador. De forma concreta, suponha que a
medida de peformance percebida pelo individuo seja dada por:

0h:Uh+5h

2TPor hipétese, o operador de preferéncias possui as seguintes propriedades: Reflexividade
(a < a, Ya € H), Transitividade (a <beb<c¢c = a <c¢ Va,b,c € H) e Completude
(a<boub<a Va,bce€ H). Um individuo cujas escolhas podem ser representadas por este
operador de preferéncias ¢ chamado de racional.

28 A abordagem neocldssica tem sido combatida por muitos economistas e psicélogos (ver
Anderson, Palma e Thiesse (1992) para intmeras referéncias). Para estes, o comportamento
humano é muito complexo para ser capturado por um modelo tao simples. Em particular,
estudos sugerem que as escolhas dos individuos néo sdo consistentes (ver Tversky (1969)). Por
exemplo, considere um individuo que deve escolher entre duas alternativas repetidas vezes, sob
situagoes semelhantes. O que os estudos sugerem é que pode ocorrer deste individuo escolher a
primeira alternativa em algumas realizagoes do experimento, mas escolher a segunda em outras.

Uma forma de considerar este nivel de complexidade nos modelos ¢é a introdugao de incerteza.
O modelo neoclédssico supoe determinacao tanto no processo de escolha dos individuos quanto
na forma de modelagem pelos economistas deste processo. Isto nos sugere dois canais para a
introdugao da incerteza. Por um lado, podemos supor que o processo de decisao dos individuos é
deterministico mas uma andlise completa deste processo por parte dos economistas é impossivel.
Surgem assim os modelos com fungdo de utilidade estocdstica. Alternativamente, podemos
imaginar que os préprios individuos nao possuem um poder analitico suficiente para que suas
decisbes sejam consistentes com os axiomas de racionalidade. Assim, mesmo que a forma de
modelagem fosse ideal, o processo de escolha dos individuos possui um componente estocédstico
que nao é capturado por um modelo deterministico. Este tipo de modelo tenta capturar a idéia
de bounded rationality ja que os individuos sao incapazes de escolher a melhor alternativa para
si mesmos.

Apesar de sua clara distingao, estas duas abordagens muitas vezes implicam nos mesmos
modelos. A sua escolha torna-se, portanto, uma questao de menor relevancia.
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onde Uj, é a verdadeira medida de performance e ¢, é uma varidvel aleatéria de
média zero. Com isso, a probabilidade do agente escolher o estimador h pode ser
expressa por:

Py (h) = Pr [U‘h: ‘max Uj] h=1,. H

j=1,...,.H
Sob estas condigoes, vale o seguinte resultado:

Theorem 1 (Modelo Multinomial Logit) * Suponha que os e, sao IID e
sequem a distribuicao exponencial dupla:

F(z) =Pr(en < z) = exp [—exp [~ (Br +7)]]

onde vy é a constante de Euler e 3 > 0. Entao, as probabilidades de escolha
resultantes sao:

exp [BU]
Zle exp [BU;]

A escolha da distribuicao exponencial dupla permite que obtenhamos algumas
propriedades bastante interessantes®’:

Py (h) = h=1,..H

PIREED)

(a) : Quando f — o0, a varincia de ¢j, tende a zero. Neste caso, toda a
informagao sobre as preferéncias dos individuos estd contida em U e as
medidas de performance sao perfeitamente conhecidas. Assim, para o caso
em que apenas uma alternativa maximiza a utilidade temos:

{ 1 se Up > max;z, Uj

lm £y = 0 se U, < maxjz, Uj

B—00

Caso existam m previsores cuja performance seja maxima, teremos:

Iim P, =
Boo "

1
pouy se U, > max;=p Uj
0 se Up < maxjz, Uj

(b) : Quando B — 0, a variancia de g5, vai para infinito. Neste caso a funcao
Uy nao contém nenhuma informacao relevante. Consequentemente, todas
as alternativas tornam-se equiprovaveis:

1
lim P, = — h=1,...,H
,Bino h J7i PRRES)

29Ver Anderson, Palma e Thiesse (1992).
30De forma geral, uma varidvel aleatéria x possui distribuicio exponencial dupla se F (z) =
exp (— exp (%)), onde n e p sdo, respectivamente, os pardmetros de localizacao e escala

da distribui¢do. Prova-se que a média e a variancia de x sdo dadas por E(x) = ny + u

22
e Var(z) = Fg— respectivamente, onde v ¢é a constante de Euler, ou seja, ¢ o limite:
lim,——o (3 r=q + — In(n)) ~0.5772.

. . . . . e o2
Desta forma, a varidvel aleatéria ), definida acima possui média zero e varidncia %z.
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O parametro [ serd chamado de “intensidade de escolha” pois mede o quao
rapido os agentes trocam de previsor na busca por previsores de maior perfor-
mance. Dito de outra forma, quanto maior § menor as caracteristicas nao ob-
servaveis da medida de performance do estimador. Assim, quando § — o0, toda
a massa de individuos usa o melhor estimador. Por outro lado, quando § — 0,
entao os individuos estao distribuidos uniformemente entre os previsores.

O teorema acima permite que encontremos a fracao de individuos que utilizam
um determinado tipo de previsor:

exp(BUn—2)
Zy

onde Z; ¢ apenas uma normalizagdo para que »  np = 1, ou seja:
h

Zy = ZeXp(ﬁUh,tQ)
h

(27)

Npt =

E importante observarmos que as fracdes ny: devem depender apenas dos
valores x realizados nos periodos t — 1 e passados. Por esta razao, datamos a
medida de performance de t — 2.

Brock e Hommes chamam o sistema composto por (21) e (27) de Adaptative
Belief System (ABS). Usando estas equagoes podemos escrever a condigdo de
equilibrio do modelo como:

_ > onexp(BUp1—2) fr (x4—1, ..., Te—1)
Zh eXp(ﬂUh,t—z)

Rz, (28)

5.2 Exemplos de Previsores

Da forma como foi apresentado, o modelo nao nos permite uma anélise conc-
reta do comportamento das solucées do ABS. Os autores sugerem alguns tipos
especificos de previsores como exemplos. Como estamos interessados na estrutu-
ra béasica do sistema, iremos supor ao longo desta secao que os dividendos sao
constantes ao longo do tempo, o que implica que é; = 0.

Suponha que as crengas dos individuos possuam a forma:

frt = gni—1 + by

onde g, ¢ a tendéncia e by, é o viés do previsor h. No caso particular em que g, =
b, = 0, o agente espera que o retorno do ativo reverta para seu valor fundamental.
Consequentemente, chamaremos este agente de fundamentalista. Note, porém,
que ao contririo dos agentes com expectativas racionais, estes individuos nao

levam em consideracao a presenca de outros agentes na economia’!.

310s agentes perfeitamente racionais sao caracterizados por:

frRt = Ty
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5.2.1 Fundamentalistas versus Tendencialistas

Suponha que existam apenas dois tipos de agentes na economia: os funda-
mentalistas e os tendencialistas. Estes tltimos sao caracterizados por fo; = gr;_1.
Iremos supor que o previsor usado pelos tendencialistas nao custa nada, mas os
fundamentalistas devem pagar C' a cada periodo. Isto pode ser justificado se
entendermos os fundamentalistas como individuos mais sofisticados. Eles enten-
dem (em parte) o que esta por tras dos pregos: ao invés de extrapolar tendéncias
eles olham para os fundamentos. Deste modo, C' pode ser interpretado como o
custo incorrido pelos individuos para aprender sobre o papel dos fundamentos
nos precos daquela determinada acao.

Inicialmente, vamos estudar o caso em que £ = 0, ou seja, quando nao ha
memoria na medida de performance. S6 entao, passaremos ao caso geral. Como
veremos, isto nos permitird analisar separadamente os efeitos de 3 e £ sobre a
dinamica do sistema.

Caso 1: (¢ =0) Considerando que os individuos olham apenas para o lucro
do periodo passado como medida de performance e usando a equagao (20), os
previsores ficam expressos por:

1
T1t—2 = 2 Rz (Rﬂﬁt—z - $t—1) -C (29)
URt+1
— (011 — Bty) (9210 — Rayo)
Tot—2 = —= — \Tg—1 — LlT4—2) (GT4—3 — LXy—2
VO Ryw1

Assim, o sistema adaptativo fica:

Rxy = nywgrq (30)

exp {B (W—U;rlR:vt_g (Rry_p — x4-1) — C’)}
Zy

nie =

(31)

€xp {ﬁv—g;fl(fﬂt—l - th—z) (gxt—3 - th—z)]
Zy

Isto implica que para este tipo de agente a equagdo (19) possue a forma:

(32)

Ny =

Erilpi+1 + yi+1] = Eepivqs + yiv1] + o421

Assim, os individuos racionais conseguem prever com exatidao o efeito que os demais agentes
terao sobre o preco de equilibrio, considerando tal fato na formulagao de suas expectativas.
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Defina a diferenca entre as fracoes ny; e ny como??:

my = Nag — N2t

= tanh (g (Ty4—2 — 7T2t—2)>

—1
= tanh (é [ —gT_3(2—1 — Ry o) — C
2 0Rt+1

) (33)

onde C' > 0 é o custo de se utilizar o previsor do tipo 1. A seguir enunciare-
mos o teorema que trata da existéncia e estabilidade das solugoes deste sistema
adaptativo.

Theorem 2 23 Podemos representar as solugoes do sistema adaptativo dado por
(30) — (33) sob a forma E = (xeq, Meg). Com isso, vale:

(i) Se0 < g < R, entao o equilibrio fundamental Ey = (O,tanh(—%)) ¢ o 1inico
equilibrio. FEste equilibrio é globalmente estdvel.

(i) Se g > 2R, entido existem trés equilibrios estaciondrios: o equilibrio funda-
mental (instavel) Ey e dois equilibrios nao fundamentais E; = (x*,m*) e

E3 = (—x*,m*), onde m* =1 — %R.

(iii) Seja R < g < 2R e assuma que C > 0. Entao, existem 0 < 5 < 3%, tais
que:

(@) Se0 < B < B%, entdo o equilibrio estaciondrio fundamental é global-
mente estdvel.

(b) Em B = B%, ocorre uma bifurcacao pitchfork, onde dois novos estados
estaciondrios nao fundamentais sao criados.

(c) Se* < B < B, entdo o equilibrio estaciondrio fundamental é instdvel
e ambos os equilibrios nao fundamentais sao estdveis.

(d) Em B = 3", ocorre uma bifurcacao Hopf em ambos os equilibrios nao
fundamentais.

(e) Se 3> (3™, entao os trés equilibrios sao instdveis.
(iv) Seja 8= +o0,C >0 e R < g < R% Entdo, a variedade instdvel W (Ey), do

equilibrio fundamental é limitada. Além disso, todas as orbitas convergem
para o equilibrio fundamental que é localmente instdvel (ponto de sela).

eX—e >

eX+e—X%"

32 A tangente hiperbélica ¢ definida como tanh(z) =
33Ver Brock e Hommes (1998).
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Quando os tendencialistas extrapolam pouco (0 < g < R) o equilibrio funda-
mental F; é globalmente estdvel. Intuitivamente, a instabilidade criada pelos
tendencialistas nao é forte o suficiente para desviar o preco de equilibrio do seu
valor fundamental. Note que quando C' = 0, e x = 0 nao existe diferenca nos
lucros dos previsores. Como resultado, metade dos agentes serd fundamental-
ista e a outra metade serd tendencialistas®!. No caso em que C' > 0, o previsor
fundamentalista terd um lucro (em equilibrio) menor que o de tendéncia. Como
consequéncia, andlises numéricas mostram que a massa de individuos do tipo 1
vai para zero, conforme [ vai para infinito.

No outro extremo, se os tendencialistas extrapolam muito existe a possibili-
dade de altos ganhos na utilizacao deste tipo de previsor, caso os precos estejam
longe do seu valor fundamental. Isto abre a possibilidade de que estes individuos
consigam, efetivamente, elevar (ou diminuir) o pre¢o acima do seu valor funda-
mental. Consequentemente, quando g aumenta muito, (g > 2R) sao criados mais
dois equilibrios estaciondrios, mesmo quando C' = 0.

O caso intermedidrio é o mais interessante. Se R < g < 2R e C' > 0, entao con-
forme a intensidade de escolha vai aumentando, duas bifurcagoes (uma priméria e
a outra secunddria) sao criadas. A primeira bifurcagao é do tipo pitchfork, onde
dois novos estados estaciondrios estdveis sao criados. Quando aumentamos (3
para além da segunda bifurcacao, do tipo Hopf, estes novos estados estacionarios
perdem a estabilidade com a criagao de dois ciclos invariantes ao seu redor. O
grafico abaixo exemplifica o comportamento de duas trajetérias apds a segunda
bifurcagao.

1,5 -
1
0,5 - /
x (t)o0
0,5 4
14
1,5 4

-2.,5

Tempo

Grafico 1: Séries de x; para # = 3.6 com condi¢des iniciais dadas por
z(0) = £1.

Os autores afirmam que pelo item (iv) do teorema acima podemos garantir
a existéncia de pontos homocliicos quando 3 = +00 e R < g < R?. Isto nos

34 Neste caso, temos m1 = w2 = 0. Usando as equacoes (31) e (32), encontramos ni = np = %
Intuitivamente, como nao hé diferenca na utilidade que os previsores oferecem aos individuos,
a escolha destes previsores serd aleatéria. Assim, o modelo multinominal atribui a mesma

probabilidade de escolha para cada previsor.
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sugere que para valores altos de ( o sistema deve estar préximo de ter um ponto
35

homoclinico, e portanto possuir trajetorias cadticas>.

Com efeito, se adicionarmos um pequeno ruido ao modelo podemos obter
trajetérias imprevisiveis. Como exemplo, suponha que os dividendos sao um
processo estocéastico dado por y; = y + £, com &; uniformemente distribuido no

intervalo [—0.05,0.05]. O grafico abaixo ilustra a ocorréncia de caos®®.

1 Tempo 500

Gréfico 2: Série de x; para = 3.55 com dividendo estoc astico.

Mais impressionante ainda, é o que ocorre com estas trajetérias se adicionar-
mos também uma perturbacio na equacgao de equilibrio (30).

N AN

1 Tempo 500

<
L T L LA =T B B R |

Griéfico 3: Série de x; para § = 3.55 com dividendo estocastico e ruido no
sistema.

Observe que com a introducao de um pequeno ruido no sistema faz com
que o comportamento das trajetérias torne-se altamente instdvel. Comparando
o grafico 1 com o gréfico 3, podemos perceber que na presenca deste ruido a
trajetoria fica “pulando” (de forma aleatéria) de um ciclo para o outro. Assim,
fases de otimismo e pessimismo vao se sucedendo no mercado, num processo
semelhante ao que se observa na prética.

35Ver apéndice.
360s parametros utilizados foram ¢ =12, R=11eC = 70%,&1 =1.
3TEsta perturbacio foi extraida da mesma distribuicao de &;.
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Analisamos o caso em que a instabilidade do sistema ¢ causada por aumentos
na intensidade de escolha. Porém, esta nao é a tnica “rota” para a complexidade,
COMO Veremos a seguir.

Caso 2:(0 < ¢ <1) Uma simples manipulagao das equagdes (21),(24) e (25) e
lembrando que m; = ny; — ny; nos permite escrever a dinamica do sistema como:

1—mt

Rz = 971 (34)
m; = tanh é §up—3 — grs (mt—l - th—z) -C (35)
2 yo?2
Ty
U2 =Upyo—Upy2 = Eus_3 — Z ;23 (xtfl - thfZ) -C (36)

Theorem 3 Seja m®? = tanh( sC ) ,mt=1-— %R e ¥ a solugcao positiva,

S 21-9
se esta existir, de tanh <% [(R:T?g (z*)? — C’]) =m*. Entdo:

(1) Para 0 < g < R, E; = (0,m®) é o tunico equilibrio. Além disso, este
equilibrio é assintoticamente globalmente estdavel.

(1) Para g > 2R, existem trés equilibrios: E; = (0,m®), E, = (z*,m") e
Es = (—x*,m*). O equiltbrio E1 é um ponto de sela.

(14i) Para R < g < 2R, temos duas possibilidades:

(a) Se m* < m®, entao Ey é unico e, além disso, é localmente estavel.
(b) Se m* > mc, entio existem trés equilibrios: Ey = (0,m), E, =

(x*,m*) e B3 = (—x*,m*). O equilibrio Ey é um ponto de sela.

Proof. Seja (z*,m*, u*) um equilibrio estaciondrio. Este equilibrio deve sat-
isfazer (34), ou seja:

gz” (37)

. . 17 *
Isto implica que devemos ter x* =0 ou R = %. No segundo caso, podemos
escrever

m'=1—— 38
p (38)

A equagao (35) implica que devemos ter em equilibrio m* = tanh (%u*)
Podemos usar a equacao (36) e escrever:

m* = tanh (2 (15_ 5 {(1;21) (z*)? — CD (39)
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Assim, o equilibrio fundamental F; é dado por

0.m) = (0.t (57 )) (10)

Os dois outros equilibrios sao dados por (z*,m*) e (—z*, m*), onde m* ¢ dado
por (38) e x* é a solucao positiva (se existir) de (39) . Vamos aos diferentes casos:

Se 0 < g < 2R, ent@o por (38) devemos ter m* < —1. Neste caso, como
x* > 0, ndo existe uma solugao para (39). Assim, F; é o tnico equilibrio.

Para g > 2R, devemos ter 0 < m* < 1, o que nos d& duas solugoes para
(39) uma positiva (z*) e outra negativa (—z*) . Temos entao trés equilibrios esta-
clondrios.

Finalmente, para R < g < 2R, a equacao (39) terd duas solugoes se e somente
sem*zl—%R>meq.

Quanto a estabilidade da soluc¢ao fundamental, ela segue da equacao (34) . Os

autovalores da solugdo fundamental sdo \; = % = (1 - tanh(—%)) o

e A\ = 0. Desta forma, A\; > 1 se e somente se m* > m®. m

Como no caso anterior, se os tendencialistas extrapolam pouco (0 < g < R) o
equilibrio fundamental E; é globalmente estdvel. Neste caso, se C' = 0 os indivi-
duos estao uniformemente distribuidos entre fundamentalistas e tendencialistas.
Quando C > 0, podemos ver pela equagao (40) que a massa de fundamentalistas
vai para zero quando § — oo ou quando £ — 1. Como antes, a razao para isto
é que nao faz sentido pagar pelo previsor dos fundamentalistas se o lucro gerado
por ele for o mesmo dos tendencialistas. Assim, quando a intensidade de troca na
direcao do melhor previsor aumenta, ou quando os individuos passam a dar um
peso maior para as realizacoes de lucro passadas, temos cada vez mais individuos
utilizando o melhor previsor.

Quando a extrapolacao de tendéncia é muito forte (g > 2R), existem trés
equilibrios estacionédrios.

Novamente, o caso mais interessante é quando R < g < 2R e C' > 0. Observe
que quando 3 = 0 temos m = 0 > m* ao passo que para (3 suficientemente
grande (ou ¢ suficientemente préximo de 1) temos m® — 1 < m*. Isto significa
que existe um 5 = §* (ou um £ = £*) onde ocorre uma bifurcagao pitchfork. Nesta
bifurcagao, o estado estacionario Fy torna-se instéavel e dois estados estaciondrios
(estaveis) adicionais s@o criados. Assim, o papel do aumento de memodria na
formacao da primeira bifurcacao ¢ o mesmo desempenhado por um aumento na
intensidade de escolha.

Vimos que no caso em que £ = 0, se continuarmos aumentando 3 apds a
primeira bifurcacao, existird um § = ™ onde ocorre uma bifurcagao Hopf. Vi-
mos ainda que se a intensidade de escolha vai para infinito, temos a formacao de
atratores estranhos. Agora, queremos analisar o que ocorre quando o valor de &
aumenta apos a segunda bifurcacao. Os autores nao tratam este problema ana-
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liticamente, preferindo inferir os resultados através de simulacoes numéricas®®. A
conclusao é que neste caso, ao mantermos (3 fixo e aumentarmos £ para proximo
de um, o sistema se aproxima de ter um ponto homoclinico e portanto qualquer
perturbacao poderia levar & trajetérias cadticas.

Para melhor visualizarmos este resultado, vamos analisar as trajetérias do
sistema quando adicionamos um pequeno ruido®.

1 Tempo 50 0

Gréfico 4: Série de x; para £ = 0.72

Como era esperado, a introducao de um erro ao sistema faz com que as tra-
jetorias fiquem oscilando (de forma aleatéria) entre os dois ciclos invariantes cri-
ados apds a bifurcacao Hopf.

5.2.2 Quatro tipos diferentes de previsores

Suponha que existam quatro tipos de previsores, correspondendo a quatro
tipos de individuos. Iremos parametrizar estes previsores de forma a analisar
concretamente as trajetorias resultantes:

—> Fundamentalistas (g1 =0, by = 0);
— Tendencialista com viés de alta (g = 1.1, b, = 0.2);
— Tendencialista com viés de baixa (g3 = 0.9, b3 = —0.2);

— Tendencialista puro (g4 = 1.21, by =0).

38Segundo Brock e Hommes (1999), ao introduzirmos memdria na medida de performance, a
dimensao do sistema passa para 4, o que dificulta o tratamento analitico.

390s parametros utilizados foram ¢ = 1.2, 3=1, R=11e (C = 'yo*%t+1 = 1. Adicionamos
um erro ao processo de dividendo outro & equagéo (34). Ambos os erros foram extraidos de
uma distribuicido uniforme de intervalo [—0.05, 0.05].
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Suponha novamente que £ = 0 e que nao existem custos para a obtencgao de
nenhum tipo de previsor. As equagoes que descrevem o equilibrio do sistema
ficam expressas por:

Rz, =Y njilgiwe + b)) j=1,2,3,4. (41)

=1

exp (702 (gjri—2 +bj — Rxyq) (2 — th,1)>
Zy
Substituindo esta equagoes, encontramos uma equacao de diferencas de ter-

ceira ordem. A proposicao seguinte nos mostra que as trajetérias resultantes
podem ser bastante complicadas.

nj = i =1,2,3,4.  (42)

Proposition 4 ° Dados o0s pardametros acima, a solucio fundamental x* = 0 e
n; = % é um equilibrio estaciondrio para o sistema (41),(42). Caso 0 < < 50,

este equilibrio fundamental é estdvel. Em (3 = 50, ocorre uma bifurcagcao Hopf.

Analisaremos agora a dinamica do sistema para diferentes valores de (3. Supon-
ha que as condigoes iniciais deste sistema sejam dadas por zg = —0.066 e n; =
0.25. Vimos pela proposigao acima que para valores de 3 abaixo de 50, o equilibrio
estaciondrio é estavel. O grafico abaixo ilustra esta situacao.
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Gréfico 5: Série de x; para [ = 49.

Quando 3 = 50, o estado estaciondrio torna-se instdvel em virtude da bifur-
cacao Hopf e é formado um ciclo invariante ao redor do equilibrio fundamental:

10Ver Brock e Hommes (1998).
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Gréfico 6: Série de x; para 8 = 50.

Conforme f vai crescendo, o ciclo invariante acaba tornando-se um atrator es-
tranho. O gréfico abaixo mostra a ocorréncia de caos na série de desvio. Observe
que em alguns periodos a série estd mais préxima do seu equilibrio fundamen-
tal, enquanto que em outros ela se distancia bastante. A ocorréncia de caos é
caracterizada pela alternéncia irregular entre estes periodos.
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Grafico 7: Série de x; para [ = 94.

Se continuamos a aumentar 3, ou seja, se a intensidade de escolha é muito ele-
vada, em algum momento quase todos os traders passarao a ser fundamentalistas
(melhor previsor), levando a série para o seu equilibrio fundamental®!.

41Vimos nesta secdo que aumentos na intensidade de escolha dos agentes levam & bifurcacoes
e complicadas flutuagdes ao redor do preco fundamental. Estas trajetérias foram analisadas
por meio de exemplos de tipos de previsores. Para cada um dos casos considerados, tinhamos a
presenca de diferentes tipos de trajetérias. Assim, ndo é surpresa a existéncia de uma estreita
ligacdo entre o tipo de agente considerado e o tipo de bifurcacao resultante. Ver Brock e
Hommes (1998) para uma discussio detalhada.
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Gréfico 8: Série de x; para = 99.

Este exemplo é muito interessante ji que nenhum ruido foi adicionado ao
sistema e mesmo assim as trajetérias de pregos sao imprevisiveis.

Note o papel fundamental do . Em uma economia formada por fundamen-
talistas e analistas técnicos, se a parte nao observada da performance do previsor
for grande o suficiente, os agentes nao conseguem discriminar com precisao 0s
previsores. Como consequéncia, desvios em relagao ao prego fundamental nao
fazem com que muitos agentes busquem nas andlises técnicas ganhos extrapolan-
do tendéncia o que por sua vez diminui a lucratividade das mesmas, ji que nao
existe pressao nos pregos o suficiente para que a tendéncia continue. O resulta-
do é a convergéncia dos precos para o seu valor fundamental. Por outro lado,
se performance do previsor é perfeitamente observada (no sentido de que a var-
iancia da parte nao observada é zero), desvios em rela¢ao ao prego fundamental
sao rapidamente corrigidos pelos fundamentalistas. Num ponto intermedidrio ex-
iste a possibilidade de que as andlises técnicas e os fundamentalistas coexistam,
fazendo com que o preco de equilibrio oscile em relagao ao preco fundamental.
Além disso, existe uma regiao em que a trajetéria de precos torna-se tao sensivel
a condicao inicial, que pode assumir qualquer forma.

5.3 Conclusoes

O modelo apresentado acima nos permite uma andlise das consequéncias da
presenca de analistas técnicos no mercado.

Em um modelo com expectativas racionais, o preco de equilibrio serd igual ao
fluxo de dividendos descontado por algum fator (estocdstico) de desconto. Quan-
do permitimos que existam individuos com racionalidade limitada na economia,
as trajetorias de precos podem ficar bastante complicadas.

Em uma economia formada por agentes fundamentalistas, as consequéncias da
introducao de analistas técnicos depende do modo como os agentes enxergam os
previsores. Uma das possibilidades ¢ um aumento na complexidade das trajetérias
de precos.
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Uma pergunta interessante é se estes resultados seriam possiveis em uma
economia com muitos tipos de agentes. No apéndice, mostramos que é possivel
que em economias com grande diversidade de expectativas o sistema apresente
pontos homoclinicos.

A sobrevivéncia de analistas técnicos segundo o modelo apresentado depende
de pardametros do modelo. Uma outra abordagem seria analisar a possibilidade
de sobrevivéncia de um ponto de vista empirico. Este é o assunto da préoxima
Secao.

6 A Eficacia da Regra de Méedia Movel no IBOVES-
PA

O termo “andlises técnicas” denota uma mirfade de regras de decisao sobre a
compra ou venda de acoes através de um estudo do seu comportamento passado.
De acordo com a hipétese de eficiéncia (fraca) de mercado seria impossivel pre-
vermos o comportamento das a¢oes com base no seu passado. Logo, sob o ponto
de vista neocléssico, a utilizagao de anédlises técnicas ¢ um desperdicio de tempo
e dinheiro. Mas o ceticismo dos académicos nao conteve a proliferacao do seu
uso pelo mercado®?. Isto sugere que mesmo sem respaldo tedrico estas técnicas
tém funcionado. Seria uma incapacidade da teoria explicar este fato? Ou serd
que a eficdcia observada das andlises técnicas nao passa de um evento fortuito?
De modo a responder a esta questao, diversos trabalhos analisando (do ponto de
vista econométrico) a eficdcia destas técnicas foram realizados?®.

Nesta secao, analisaremos a eficdcia de uma regra bem simples e bastante di-
fundida no mercado: a técnica de média mével. A nossa contribuicao para o de-
bate serd investigar a existéncia de evidéncias no mercado aciondrio brasileiro que
suportem a utilizacao desta técnica. Usaremos a metodologia bootstrap sugerida
por Brock, Lakonishok e LeBaron (1992) para a realizacdo de testes de hipétese.
Uma pequena contribui¢ao adicional serd a utilizagao de algumas variacoes das
técnicas ja consideradas por outros autores, como a utilizacao do método block
bootstrap.

42Uma busca realizada em uma grande livraria online americana retornou mais de 250 titulos
com a palavra technical analysis no titulo. Destes 191 foram editados apds 1980 e 132 apds
1990. Além disso, vérios encontram-se na lista dos livros mais vendidos na drea de Finangas.

430 primeiro trabalho a usar técnicas econométricas modernas para analisar a lucratividade
das anélises técnicas foi o de Brock, Lakonishok e LeBaron (1992). A este, seguiram-se Levich
and Thomas (1993), Hudson, Dempsey e Keasey (1996), Kho (1996), Acar e Satchell (1998),
LeBaron (1999), Ratner e Leal (1999), entre outros.
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6.1 Os Dados

Usaremos dados didrios do fechamento do IBOVESPA, em ddlares, desde a
sua criacao em janeiro de 1968 até dezembro de 2000**. A série é composta por
8106 observacoes. Além da andlise de toda a série, dividiremos a amostra em dois
periodos, de 1968 a 1984 e de 1985 a 2000%°.

As estatisticas para a série de retorno sao as usualmente encontradas*¢:

Tabela 1 - Resumo Estatistico

A tabela abaixo apresenta algumas carcteristicas da série de retorno. Note que os retornos foram
calculados como diferengas de logs. O simbolo p(1) representa o coeficiente de autocorrelacéo
de primeira ordem.

1968 - 1984 1985 - 2000 1968 - 2000

Média 0.000577 0.000492 0.000536
Desvio-padrio 0.019673 0.037190 0.029490
Coeficiente de | | ) o3¢ -0.095310 -0.288952

Assimetria
Curtose 21.541709 4.169253 8.284624
p(1) 0.211984 0.141516 0.157889
Numero de 4,177 3,928 8.105
Observacgdes

Em todos os perfodos, o retorno médio didrio encontra-se entre 0.048% e
0.058%. Isto equivale a retornos anuais em délar entre 13.3% e 16.3%. A volatili-
dade é bem maior no perfodo entre 1985 e 2000. Existem evidéncias de assimetria
e de excesso de curtose em relagao a uma distribui¢ao normal. Como de costume,
existem ainda evidéncias de autocorrelacao de primeira ordem®’.

44 A série foi deflacionada pelo délar comercial de fechamento mensal. A estacionariedade da
série de retorno resultante foi analisada pelo procedimento Dickey-Fuller. Os resultados nao
contrariam a hipétese de estacionariedade.

45 Existe, do ponto de vista econométrico, uma quebra estrutural por volta de 1985. Porém,
a data escolhida para a divisao da amostra foi arbitréria.

46Definimos o retorno na data t como a diferenca entre o log do preco em t e o log do preco
emt— 1.

47Segundo Campbell, Lo e MacKinlay (1997), vTp i N(0,1), onde T ¢ o tamanho da

amostra. Os coeficientes de autocorrelacao apresentados sao altamente significantes a 1%.
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6.2 A Eficacia da Estratégia de Média Movel

Neste trabalho, iremos analisar apenas um elemento do amplo conjunto de
andlises técnicas difundidas no mercado*®. Esta regra é conhecida como “regra
das médias moéveis”. Trata-se da comparagao do preco da acao com uma média
movel dos seus precos passados:

1 T—1
= — P,_;
my T,Z:o: t

Comparamos o prego da acao do dia t com my e classificamos o resultado
como um sinal de compra (se P; > m;) ou de venda (caso P, < m;). A idéia por
tras desta regra é a de que, uma vez iniciada uma tendéncia de alta ou baixa esta
permanecerd por algum tempo. Um dos tipos de média mével mais analisadas é
aquela que toma a média dos tltimos 150 dias (7" = 150). Seguindo o trabalho de
LeBaron (1999), nés restringiremos a nossa andlise apenas a este tipo de média
mével .

Cada dia seré classificado como um dia de compra ou de venda. Quando
houver um sinal de compra, o individuo compra o indice, segura-o por um dia e
depois o vende. No caso de um sinal de venda, o processo é invertido. Médias
condicionadas & compra e & venda serao calculadas. Para que a regra de média
movel seja eficiente, é necessario que o retorno médio condicionado a compra
menos o retorno médio condicionado a venda seja maior do que o retorno in-
condicional. A tabela a seguir apresenta as médias condicionais para os periodos
considerados, bem como a proporcao dos sinais de compra. Para cada resultado
também foram calculadas as estatisticas ¢ correspondentes®.

48Para uma extensa andlise sobre as TTR, seus diversos tipos e formas, ver Brock, Lakonishok
e LeBaron (1992).

49Nos diversos trabalhos analisados, parece ndo haver muitas diferencas entre os resultados
ao se utilizar diversos tipos de médias méveis.

50 As estatisticas t calculadas aqui possuem a forma:

oy — [ e (D)

DN N) ¢ BT N, o2/

N

onde os subescritos b e s significam condicionamento & compra e & venda, respectivamente.
N, representa o nimero de sinais de compra. Os demais simbolos sdo autoexplicativos. A
estatistica t para a “compra - venda” é andloga.
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Tabela 2 - Médias Condicionais

As colunas "Compra" e "Venda" apresentam as médias dos retornos condicionados aos sinais de compra e venda, respectivamente.
Na coluna "Compra - Venda" temos a diferenca entre os retornos condicionados a compra e os condicionados a venda. Este nimero
representa 0 ganho total em termos de retorno diario que um individuo teria se tivesse utilizado a técnica de média movel
apresentada. As estatisticas t para cada resultado também s&o apresentadas.

Compra - Venda Compra Venda Proporgio de
Compra
1968 - 1984 0.00185 0.00141 -0.00043
) 0.51154
Estatistica t 2.1494 1.6097 1.8518
1985 - 2000 0.00128 0.00096 -0.00032
0.57767
Estatistica t 0.6712 0.6007 0.5832
1968 - 2000 0.00155 0.00121 -0.00034 0.54820
Estatistica t 1.5320 1.3275 1.3313

Quanto aos retornos condicionais, os resultados sao andlogos aos encontrados
por outros autores®. O retorno condicionado & compra é positivo e superior &
média incondicional em todos os periodos. Um fato curioso é que os retornos
condicionados a venda sejam em média negativos. Isto significa que a técnica de
média moével conseguiu prever, na média, aumentos e quedas nos pregos. O ganho
em termos de retorno didrio da regra de média mével é apresentado na coluna
“Compra - Venda”. Assim, se um individuo tivesse seguido esta regra desde a
criagao do indice IBOVESPA, ele teria um retorno didrio médio de 0.15%, quase
trés vezes o retorno incondicional! Além disso, foi encontrada uma proporgao de
compra acima de 50% em todos os perfodos®2.

Porém, este fato nao deve ser encarado como uma ameaca a hipétese de efi-
ciéncia de mercado. O fato de determinada regra ter gerado um retorno acima da
média nao significa que (no futuro) esta mesma regra seré capaz de tal proeza.
Para que a hipdtese de eficiéncia de mercado seja violada é necessdrio que en-
contremos uma regra que sistematicamente gere retornos acima do retorno médio
incondicional. Sob o ponto de vista tedrico, no momento em que tal regra fosse
encontrada (e tornada piblica) individuos racionais iriam prever o comporta-
mento dos “analistas técnicos” eliminando qualquer possibilidade de ganho da
regra.

Sob o ponto de vista estatistico, a eficdcia de uma determinada regra seria
equivalente a hipétese de que o retorno produzido por tal regra fosse uma varidvel
aleatéria com esperanca superior & esperanca do retorno incondicional. A per-
gunta neste caso seria: o retorno condicional de 0.15% ¢é apenas uma realizacao

5! Compararemos os nossos resultados com os encontrados por outros autores mais adiante.
52S0b a hipétese nula de que esta regra ndo produz sinais tteis, esta proporcao deveria ser
de 50%.
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fortuita ou representa a esperanca do retorno produzido pela regra’?

A resposta passaria pela realizacao de um teste de hipétese que verificasse se
existem evidéncias de que a varidvel aleatéria “retorno médio gerado pela regra
X” possui esperanga superior & esperanca incondicional.

Mecanicamente, foram calculadas estatisticas t para os resultados acima. O
problema é que estas estatisticas supoem que os retornos sao varidveis aleatérias
normais, estaciondrias e independentes no tempo. No caso das séries de retornos
as evidéncias empiricas nao suportam estas hipéteses®. Isto significa que nao
podemos confiar nestas estatisticas para testar a eficicia da regra de média moév-
el. A alternativa encontrada por Brock, Lakonishok e LeBaron (1992) foi a uti-
lizagao de uma distribuicao empirica para as médias condicionais. De forma a
encontrarmos uma medida da significAncia do excesso de retorno da regra de
médias moveis, geraremos uma distribuicao empirica para os retornos sob diver-
sas hipoteses nula, usando técnicas de bootstrap. Os retornos da série original
poderao ser comparados com os desta distribuicao da mesma forma que fazemos
com distribuicoes tedricas.

6.3 A Técnica Bootstrap

Suponha inicialmente que os retornos R = (Ry, ..., Ry) formem uma amostra
aleatoéria provinda de uma populagao com distribuicao F'. Esta amostra nos per-
mite estimar a esperanca de F', utilizando a média amostral de R, denotada por
= p(R). Uma vez conhecida a distribuigao de p, poderfamos realizar testes de
hipdtese sobre a esperanca. Se conhecéssemos F', a distribuicao de p poderia ser
derivada analiticamente. O caminho natural quando F' é desconhecida é invocar o
Teorema Central do Limite (se possivel) e supor que p é assintéticamente normal.
Uma abordagem alternativa (e muitas vezes mais eficiente) seria aproximar a dis-
tribuicao de p sob F' pela distribuicao de p sob F, onde F' é uma distribuicao que
tenderia para F' quando N — oo. Desta forma, poderiamos construir uma dis-
tribuicao para p sob F utilizando amostras extraidas de F'. Assim, caracteristicas
da distribuicao de i sob F' seriam estimadas consistentemente por caracteristicas
da distribuicao de u sobre F. Esta é a idéia do método bootstrap®.

»3Um ponto importante é se os ganhos via andlises técnicas permaneceriam apés descontarmos
os custos de transagao. Neste trabalho nao analisamos esta possibilidade. Veja, por exemplo,
Ratner e Leal (1999) para uma anélise das regras de médias méveis com custos de transagao.

Ver Campbell, Lo e MacKinlay (1997) e os resultados na Tabela 1.

0 método bootstrap foi introduzido por Efron (1979). A origem do termo pode ser encon-
trada em Davison e Hinkley (1997): “to use data to generate more data seems analogous to a
trick used by the fictional Baron Munchausen, who when he found himself at the botton of a
lake got out by pulling himself up by his bootstraps”.

Outras referéncias sobre esta técnica sdo Efron (1982), Politis (1998) e Zoubir e Boashash
(1998).
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Note que a escolha da distribuicao F' ¢ arbitrdria: qualquer distribuicao
que aproxime F' pode ser utilizada®®. Em particular, poderfamos utilizar a dis-
tribuigao empirica de R, definida por

onde [ é a funcao indicadora.

Esta metodologia pode ser utilizada para testarmos a eficdcia das andlises
técnicas.

Por exemplo, considere a hipétese nula de os retornos seguem um passeio
aleatério. Testar a eficicia da estratégia de média mdével significaria testar se o
retorno condicionado & compra menos o retorno condicionado & venda é maior
do que zero.

Defina o retorno condicionado a compra menos o retorno condicionado & venda
encontrado na amostra original por R®. A tabela 2 apresenta os valores de R
encontrados para os diferentes periodos utilizados. Utilizamos a nossa amostra
para gerar B outras amostras, através de sorteios com reposi¢cao. Para cada uma
destas amostras aplicamos a estratégia de média mével e classificamos cada dia
como um dia de compra ou venda, da mesma forma que fizemos com a amostra
original. Calculamos ent@o (para cada amostra) a diferenga entre o retorno médio
condicionado & compra e o retorno médio condicionado & venda, denotando-as
por R{"*,i=1,...,B.

Podemos testar a hipétese de que R nao difere significativamente da média
condicional facilmente. Defina

T:RCU_/,L

como a nossa estatistica de teste. Para cada uma das amostras calculamos 7} =
R — pr, onde pf ¢ a média incondicional dos retornos da i-ésima amostra
gerada. A proporcao das amostras em que as estatisticas geradas foram superiores
a estatistica observada na amostra original pode ser encarada como um p-value
estimado®”.

k 1 *
p — value :EZI(T@ >T)

Porém, como no caso das estatisticas ¢, a hipétese de independéncia dos re-
tornos (indispensével para a convergéncia da distribui¢ado empirica) ndo encontra
respaldo na amostra. Em particular, sao apresentados indicios de autocorrelacao.
Novamente, a existéncia de correlagao serial invalidaria os resultados dos testes.

%0Ver Zoubir e Boashash (1998).

*TVer Efron (1992) e Davison e Hinkley (1997) para uma discussdo sobre as propriedades de
convergéncia das estatisticas de teste. Brock, Lakonishok e LeBaron (1992) mostram que os
p-values estimados considerados neste caso apresentam boas propriedades.
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Por exemplo, possiveis evidéncias a favor das andlises técnicas poderiam desa-
parecer uma vez considerada a autocorrelagao das séries de retorno.

O método bootstrap pode ser facilmente adaptado para casos em que a hipétese
de independéncia nao pode ser considerada. Existem basicamente duas aborda-
gens para o problema: a paramétrica e a nao-paramétrica.

A primeira abordagem consiste em supor um modelo paramétrico para os
retornos que leve em conta caracteristicas tipicamente observadas nestas séries,
como autocorrelacao e agrupamentos de volatilidade®®. Por exemplo, poderfamos
supor que os retornos seguem um processo AR(1). Neste caso, estimariamos os
parametros do processo utilizando a amostra original. Sorteios com repeticao dos
residuos sao entao realizados para a formagao de novas séries de residuos. No-
vas séries de retornos sdo entao construidas utilizando um processo AR(1) com
parametros estimados originalmente e as séries de residuos construidos via boot-
strap®®. Observe que nada impede que nés nos restrinjamos a processos AR(1):
qualquer hipétese nula sobre o processo gerador pode ser considerada. Na tabela
abaixo, apresentamos os p-values estimados sob diversas hipéteses nula: retornos
LID., AR(1) e GARCH(1,1). Em cada um dos casos, as estatisticas de teste
representam o excesso de retorno induzido pela regra. Assim, para um individuo
que utilizasse a regra de média mével aqui considerada, e estatistica relevante
seria o retorno condicionado a compra menos o retorno condicionado a venda
menos o retorno incondicional. Por outro lado, para testar a eficicia da regra
que utiliza apenas sinais de venda, terfamos que considerar a estatistica dada
pela diferenca entre o retorno incondicional e o retorno condicionado & venda. A
titulo de ilustracao, os p-values das estatisticas ¢t também foram calculados.

%8 Brock, Lakonishok e LeBaron (1992) investigam os casos em que os retornos sao supostos
gerados por processos AR(1), GARCH-M ¢ EGARCH.

»Um detalhe técnico é que os residuos da regressao original devem ser centralizados antes de
iniciarmos os sorteios. Isto previne que nossos resultados sejam viesados. Para uma discussao
sobre o assunto ver Horowitz (2001).
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Tabela 3 - P-Values das Estatisticas de Teste

A tabela apresenta os valores dos p-values estimados sob diversas hipdteses nula sobre o processo dos
retornos. Em todos os casos (com excecdo da estatistica t), o p-value foi calculado como a fragdo das
1000 amostras geradas em que se obteve uma estatistica de teste superior a estatistica de teste observada
na amostra original. As estatisticas de teste representam o excesso de retorno gerado pela regra. Assim,
se um individuo s seguisse os sinais de compra a estatistica de teste correspondente seria o retorno
médio condicionado a compra menos o retorno incondicional.

PERIODOS Compra - Venda Compra Venda
Médias Condicionais
1968 - 1984 0.00185 0.00141 -0.00043
P-Values
Estatistica t 0.0159 0.0539 0.0322
11D 0.0170 0.0000 0.0680
AR(1) 0.1380 0.0240 0.2550
GARCH(1,1) 0.1880 0.0050 0.5290
Médias Condicionais
1985 - 2000 0.00128 0.00096 -0.00032
P-Values
Estatistica t 0.2511 0.2741 0.2800
11D 0.2010 0.1340 0.2560
AR(1) 0.4000 0.4090 0.4040
GARCH(1,1) 0.4980 0.4990 0.5200
Médias Condicionais
1968 - 2000 0.00155 0.00121 -0.00034
P-Values
Estatistica t 0.0629 0.0923 0.0917
11D 0.0350 0.0020 0.1020
AR(1) 0.2890 0.2060 0.3360
GARCH(1,1) 0.3350 0.1000 0.5320

Com poucas excegoes nao encontramos evidéncias de que a técnica aqui con-
siderada produza um retorno superior ao retorno incondicional. Observe as difer-
encas nos valores dos p-values quando consideramos dependéncias seriais na série
de retorno. J4 comentamos sobre o perigo de utilizarmos a estatistica ¢ e o boot-
strap sob a hipétese de retornos i.i.d. Com apenas uma excegao, os testes que
levam em consideracao dependéncias seriais nao rejeitam a hipétese de ineficdcia
das anilises técnicas ao nivel de significancia de 1%. Ao nivel de 5%, sao duas
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as excecoes. Podemos comparar nossos resultados com os encontrados por outros
autores.

Utilizando dados didrios do indice Dow Jones entre 1897 e 1986, Brock, Lakon-
ishok e LeBaron (1992) encontraram que a média dos retornos condicionados &
regra de média movel era superior & média incondicional. Além disso, andlises
de intervalos de confianca construidos por bootstrap sob diversas hipéteses nulas
indicaram a significancia desta diferenga. Anos depois, LeBaron (1999) esten-
deu a amostra até fevereiro de 1999. Seus resultados mostram uma diminui¢ao
do excesso de retorno das andlises técnicas. A significAncia deste excesso de re-
torno passa a depender do perfodo considerado. Para a amostra como um todo
permanecem as evidéncias a favor da regra de média movel.

Evidéncias a favor das andlises técnicas usando pequenas modificagoes da
mesma metodologia utilizada por Brock, Lakonishok e LeBaron (1992) também
foram encontradas por Rodriguez, Rivero e Félix (1999) para a bolsa de Madrid,
por Ito (1999) para varias bolsas internacionais, por Bessembinder e Chan (1995)
para bolsas asidticas, por Parisi e Vasquez (2000) para o Chile e por Isakov e
Hollistein (1999) para a Suiga. Para a América Latina, Ratner e Leal (1999)
também encontraram médias condicionais superiores & média incondicional dos
retornos mas as evidéncias a favor de sua significincia foram escassas.

Uma desvantagem da abordagem paramétrica para a construcao de intervalos
de confianca é que a validade dos testes de hipdtese fica condicionada a veraci-
dade da hipdétese nula sobre o processo gerador dos retornos. Uma alternativa
seria a utilizagdo de métodos nao paramétricos que levassem em consideracao as
dependéncias seriais sem apelar para qualquer hipétese sobre a forma do processo
gerador. Um destes métodos é o block bootstrap®.

Na sua versao mais simples, o método consiste em dividir a amostra de taman-
ho N em () blocos de tamanho L de forma que N = QL. Definimos cada bloco
por b;, i = 1,...,Q). Para a constru¢ao de uma nova amostra, sorteamos um blo-
co aleatoriamente. Este bloco representard as L observacoes iniciais desta nova
amostra. Novos sorteios sao realizados (utilizando todos os @ blocos iniciais)
e, bloco a bloco, a nossa amostra vai sendo construida. Apds () sorteios temos
uma nova amostra de tamanho N = QL. Este procedimento é repetido B vezes
para a construcao de B amostras “artificiais”. A idéia por trds deste método é
que, se os blocos forem grandes o suficiente, as dependéncias seriais serao preser-
vadas nas séries construidas. Isto fard com que as estatisticas calculadas a partir
destas amostras aproximem-se em distribuicao da estatistica calculada a partir
da amostra original. Quanto melhor for a preservacao das dependéncias seriais,
melhor serd esta aproximacao®. Uma modificacao simples deste método consiste
em deixar que os blocos sobreponham-se.

%0Davison e Hinkley (1997) apresentam uma boa introdugio sobre este método. Horowitz
(2001) contém boas referéncias tedricas.
61Ver Davison e Hinkley (1997).
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Obviamente existe um trade-off entre o tamanho dos blocos e o nimero de
blocos a serem sorteados. Hall e Jing (1995) estimam que o tamanho 6timo dos
blocos para o nosso tipo de teste deve ser de N/, onde N é o tamanho da
amostra. Isto significa tomar blocos entre 8 e 10 observagoes. Os resultados das
simulagoes sao apresentados na tabela 4.
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P-Values Estimados Pelo Método Block Bootstrap

Pelo método block bootstrap, a amostra é dividida em blocos de tamanho L e os sorteios sdo relizados nos

blocos e ndo nas observagdes. A seguir, apresentamos os p-values para varios tamanhos de blocos.

Compra - Venda Compra Venda
1968 - 1984 Estatisticas de Teste
0.00040 0.00083 -0.00014
Tamanho dos blocos: P-Values
7 0.1210 0.0320 0.2270
8 0.1460 0.0380 0.2490
9 0.1290 0.0410 0.2320
10 0.1400 0.0430 0.2660
11 0.2090 0.0760 0.3340
Com overlap de 2 dias:
8 0.1340 0.0260 0.2840
9 0.1030 0.0200 0.2040
10 0.0730 0.0270 0.1330
Compra - Venda Compra Venda
1985 - 2000 Estatisticas de Teste
0.00079 0.00047 0.00017
Tamanho dos blocos: P-Values
7 0.3970 0.4030 0.4140
8 0.4140 0.4200 0.4080
9 0.3840 0.3930 0.3990
10 0.4600 0.4960 0.4510
11 0.4540 0.4690 0.4620
Com overlap de 2 dias:
8 0.3000 0.4310 0.2870
9 0.4440 0.4560 0.4470
10 0.3660 0.4570 0.3420
Compra - Venda Compra Venda
1968 - 2000 Estatisticas de Teste
0.00101 0.00067 -0.00087
Tamanho dos blocos: P-Values
7 0.2770 0.1870 0.3340
8 0.3160 0.2410 0.3800
9 0.3650 0.2660 0.4270
10 0.3300 0.2310 0.3910
11 0.3580 0.2590 0.4220
Com overlap de 2 dias:
8 0.2830 0.1950 0.3590
9 0.1890 0.1540 0.2290
10 0.2810 0.2580 0.3230
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Novamente, nao encontramos evidéncias de os retornos condicionados sejam
estatisticamente superiores do que o retorno incondicional. Ao nivel de significan-
cia de 1%, nenhum dos p-values estimados por este método indica a presenca de
evidéncias a favor da técnica de média mével. Porém, se considerarmos um nivel
de significancia de 5%, a técnica de compra parece ser significante nos dois sub-
periodos considerados. Porém, para a amostra como um todo mesmo a técnica
de compra nao apresenta significincia estatistica segundo os p-values estimados.

De um modo geral, a eficdcia das andlises técnicas nao é significante do ponto
de vista estatistico. Porém, os resultados nao deixam de ser instigantes: se
um individuo tivesse utilizado esta estratégia de média mével, seu retorno seria
maior do que a média incondicional, para os periodos considerados. Claramente,
problemas de data-mining devem ser considerados®®. Uma anédlise mais completa
da eficdcia das andlises técnicas passaria pela especificagao de um amplo conjunto
de regras. O nosso objetivo nesta secao foi argumentar que, ao contrédrio do
encontrado para outros pafses, nao existem evidéncias de que a regra de média
movel de 150 dias produza retornos acima da média incondicional do IBOVESPA.

62 A este respeito, o trabalho de Sullivan, Timmermann e White (1997) explora as impli-
cagoes do problema de data-mining nos resultados de Brock, Lakonishok e LeBaron (1992).
A conclusao dos autores é que os resultados de Brock, Lakonishok e LeBaron sao robustos ao
problema de data-mining.

44



7 Consideracoes Finais

Este trabalho tentou analisar as consequéncias nos precos de equilibrio da
presenca de agentes com diferentes expectativas quanto ao preco futuro das acoes.

Argumentou-se que modelos de expectativas racionais nao sao capazes de
explicar certos fatos estilizados dos mercados de ativos. Esta lacuna pode ser
preenchida se relaxarmos a hipétese de racionalidade: ou pela presenca concomi-
tante de agentes irracionais e perfeitamente racionais ou pela coexisténcia de
grafistas e fundamentalistas.

Uma das conclusoes apresentadas foi o aumento na volatilidade a possibilidade
de trajetérias de precos bastante complicadas para economias em que os grafistas
coexistem com agentes fundamentalistas.

Procurou-se dar énfase maior a um tipo de individuo comum no mercado: o
analista técnico. Apesar da eficdcia de regras de compra e venda baseadas em
precos passados estar em desacordo com a hipétese de eficiéncia fraca de mercado,
técnicas econométricas relativamente recentes indicaram evidéncias a favor destas
regras em diversas partes do mundo. Mostramos que a aplicacao de técnicas de
bootstrap no indice IBOVESPA nao nos permite rejeitar a hipétese ineficdcia
de um tipo particular de regra de média mével. Uma novidade em relacao aos
trabalhos anteriores foi a utilizacao do método block bootstrap, que permite a
analise de séries com dependéncia serial fraca sem a necessidade de uma hipétese
sobre o processo gerador de dados. Os resultados com a utilizacao deste método
s6 reforcam a ineficdcia da regra de média mével. E importante ressaltar que o
fantasma do data mining ronda as nossas conclusoes. Uma das solugoes seria a
extensao das técnicas de média mével para um conjunto bem mais amplo e da
aplicacao do reality check de White, seguindo a receita de Sullivan, Timmerman
e White (1997).

45



8 Apéndices

8.1 Alguns Conceitos de Complexidade

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos bésicos de complexidade. Para
um tratamento mais detalhado do conceito de dindmicas cadticas e sua aplicacao
em Economia, sugerimos o excelente livro de Lorenz (1993).

Comecaremos por introduzir o conceito de bifurcagao para o caso continuo.
De forma a facilitar a exposi¢ao, consideraremos o caso unidimencional em que o
sistema dinamico ¢ dado por%:

t=f(z,u) R, peR (43)

onde p é um pardmetro. Suponha que para pu = pg, 0 sistema possua um ponto
fixo (z*, o) tal que f(x*,1ug) = 0. Este ponto fixo serd localmente assintéti-
camente estdvel enquanto o autovalor A = W for negativo, e localmente
assintéticamente instavel quando este for positivo. Suponha que o autovalor em
(x*, 1g) seja zero. Pelo teorema da func¢ao implicita, podemos expressar os pon-
tos fixos de (43) por uma fungdo continua z* = z* (i) para valores do parametro
diferentes de p e se A # 0. A fungao z* (i) descreve os “ramos” dos pontos fixos.
Se em (z*, pug), vdrios ramos se encontram, dizemos que (z*, yp) ¢ um ponto de
bifurcagdo. Assim, um ponto de bifurcagdo é aquele em que as propriedades
qualitativas de um sistema dindmico sao diferentes antes e depois deste ponto.

Apresentamos agora os dois tipos de bifurcagoes que aparecem neste trabalho.

Theorem 5 (Bifurcacédo Pitchfork) %Seja @ = f (z, ) € C3® e suponha que
exista um ponto fizo (z*, uy) = (0,0). Se

LAr00
ox
8°f(0,0)
2. L= A0,
0*f(0,0)
o 0xdu 70,

entdo, dependendo do sinal das derivadas em (2) e (3), temos:

(1) o ponto fizo x* é estdvel (instdvel) para p <0 (u > 0) e

63 A generalizacdo para o caso de dimensdo n ¢ direta.
64Ver Lorenz (1993)
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(i7) o ponto fixo x* é estdvel (instdvel) para p < 0 (u > 0) e dois ramos adi-
cionais instdveis (estdveis) sao criados.

O caso tipico de uma bifurcacao pitchfork é aquele em que tinhamos um ponto
fixo estdvel que passa a ser instdvel e, além disso, sao criados mais dois pontos
fixos estaveis.

Passamos agora a um outro importante tipo de bifurcacao, a chamada bifur-
cacao Hopf. Lembremos que na bifurcagao pitchfork a estabilidade ou instabili-
dade do ponto fixo é alterada e podem aparecer mais dois pontos fixo. Porém,
no caso da bifurcacao Hopf, o ponto fixo é bifurcado em uma 6rbita fechada ao
seu redor. S6 podemos ter bifurcagoes Hopf em sistemas de dimensao superiores
a um.

Theorem 6 (Bifurcacdo Hopf) % Considere o sistema dinamico @ = f (x, )
onde x € R", u € R, e n > 1. Suponha que este sistema possua um ponto fixo
(x§, o) onde as sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. A matriz jacobiana J avaliada em (x§, pg) possui um par de autovalores
imagindrios puros e nenhum outro autovalor com parte real nula.

g 4(ReA(n)

Entao, existem solugdes periddicas bifurcando a partir de x* (uy) cujo pertodo

P . 27
é de aproximadamente .
p Mio)

Uma vez entendido o conceito de bifurcagao, voltamos a trabalhar com var-
idveis discretas, ja que sao estas que utilizamos no trabalho. Com efeito, suponha
que o sistema dinamico seja dado por x4+ = F (x;), onde F' : R* — R é um
difeomorfismo.

Definition 7 Um conjunto A é chamado de atrator se:
(i) F(A)C A

(i7) O conjunto E = {z: F(x) — A se n — 400} tem medida de Lebesgue
positiva.

(i4i) Ewxiste um ponto x € A tal que a drbita de x é densa em A.

A propriedade (7i7) serve apenas para garantir que o conjunto A nao ¢ formado
por partes independentes.

Para nés, um sistema dindmico serd cadtico se possuir um atrator estranho.
A definicao heuristica de atrator estranho é dada a seguir.

05Ver Lorenz (1993).
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Definition 8 Um atrator estranho é um atrator que possui grande sensibilidade
as condigcoes 1niciais.

Um outro conceito muito importante em sistemas dindmicos é o de ponto
homoclinico. Como veremos adiante, a existéncia de pontos homoclinicos possui
uma estreita ligacao com a ocorréncia de dindmicas complexas.

Considere um ponto fixo p de um difeomorfismo F. As variedades (invari-
antes) estével e instével sdo definidas, respectivamente, por:

We={x: F"(z) — psen — +o0}

W ={x:F"(z) — psen — —o0}

Em sistemas nao lineares, os conceitos de varidveis instdveis e estdveis sao andl-
ogos aos conceitos de subespacgos invariantes em sistemas lineares: quando um
ponto esta sobre um destes espacos ele permanecerd para sempre neste espago,
se aproximando ou se afastando do ponto fixo p.

Definition 9 Seja p um ponto de sela. Um ponto x # p é um ponto homoclinico
de p se for um ponto de intersecdo entre uma variedade estdvel e uma variedade
wnstavel de p. Se estas variedades se interceptam transversalmente, este ponto é
chamado de ponto homoclinico transverso.

Chamamos de érbitas homoclinicas as iteragoes de F' no ponto homoclinico.
Uma observacao importante é que como as variedades W* e W* sao invariantes®
entao cada iterada F™(x) também é um ponto homoclinico. Isto significa que
a existéncia de um ponto homoclinico implica na existéncia de infinitos pontos
homoclinicos, com F™(x) — p quando n — Fo00. Quando nos aproximamos
do ponto fixo p pela variedade estdvel, mais e mais intersecoes com a varidv-
el instdvel vao ocorrendo. Isto significa que a variedade instével oscila muito
nas proximidades de p. Da mesma forma, a variedade estdvel também estard
oscilando violentamente quando nos aproximamos de p pela variedade instével.
Isto ilustra como a dinamica das trajetorias serd complicada caso existam pontos
homoclinicos.

Além disso, Smale (1965) demonstrou que a existéncia de um ponto homo-
clinico implica na existéncia de infinitas horseshoes®’. Smale mostrou que esta
estrutura geométrica implica que préximo ao ponto fixo existem um conjunto de
Cantor com infinitos pontos periédicos, um conjunto nao enumerdvel de érbitas
cadticas e que as trajetorias sao muito sensivel as condicoes iniciais neste conjunto
de Cantor®.

66Tsto significa que, para i = s,u, F (x) € W (p) para x € W (p).
670u seja, para qualquer N > 0 suficientemente grande, existe uma regido retangular R tal
que a imagem FV (R) possue a forma de uma ferradura.

68 Esta situacdo é conhecida como caos topoldgico. Observe, porém, que uma horseshoe nio
é um atrator estranho, ja que todos os seus pontos sao pontos de sela.
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Definition 10 Para a familia de aplicagoes de um pardmetro F), com ponto fizo
Py, dizemos que existe uma bifurcagao homoclinica associada a p, em | = g se:

(1) para pn < pg, W*(pu) e W* (p,) nao possuem intersegio x # p,,.
(i1) para p = py, W? (p,) e W* (p,) possuem uma tangéncia homoclinica.

(¢13) para pp > pg, W* (p,) e W* (p,) possuem uma intersegao homoclinica transver-
sal x # p,.

Ja podemos perceber que os pontos homoclinicos indicam a presenca de tra-
jetérias muito complicadas, mas ainda nao estabelecemos a sua relacao com a
existéncia de atratores estranhos e, consequentemente, trajetorias caéticas. Na
verdade, se considerarmos F : 2 — R2, vale o seguinte teorema:

Theorem 11 % Numa familia de aplicagdes de um parametro F, : R2 — R?
com uma bifurcagao homoclinica j1 = py, sob a hipdtese de que o ponto de sela p,
de periodo k de F), é dissipativo (ou seja, em p = g 0s autovalores A e Ay sat-
isfazem | M\ X\z| < 1), existe um conjunto de valores de p no intervalo (g, tg + €)
com medida de Lebesgue positiva tal que F), possui um atrator estranho.

8.2 Trajetorias de Pregcos em Economias com Grande NUumero
de Agentes

Ao longo deste trabalho, vimos exemplos de economias com um nimero pe-
queno de tipos de expectativas. Porém, uma das caracteristicas dos mercados
financeiros é a grande diversidade de seus agentes. Chega a ser surpreendente a
variedade de técnicas financeiras usadas diariamente pelos participantes dos mer-
cados. Isto nos sugere uma diversidade de opinioes muito maior do que a captura-
da por modelos com dois ou até quatro tipos de agentes. Sendo assim, como o
modelo de crencas adaptativas é afetado quando consideramos um nimero muito
grande de agentes? FEsta generalizacao, que é analisada em Brock e Hommes
(1999), ¢ o assunto deste apéndice.

A estratégia dos autores comecga com a parametrizacao das medidas de per-
formance e das fungoes fr;. Suponha que existam vetores 0 e ¢ tais que possamos
escrever:

fht = f (eha Ti—1, ) (44)
Uhth =U <¢h7 Ti_1, ) (45)

09Ver Palis e Takens (1993).
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Ou seja, o agente do tipo h ¢é totalmente caracterizado por (0y, ¢;,) . Além disso,
suponha que os valores de 6 e ¢ sao extraidos de uma funcao de distribuigcao
normal multivariada dada por G. Com isso, podemos escrever a equagao de
equilibrio (28) como:

_ Zh exp(BUnz—2) frn (T4—1, s Te—1,)
Zh exp(BUp—2)

Dividindo por H ambos o denominador e o numerador da expressao acima e
substituindo as equagoes (44) e (45) encontramos:

R.Tt

Re, — B0 18U (@, w1ss )] f (O T, )] (46)

E [eXp [ﬁU (¢h7 Tt—1, )H

onde E[] = = >, [.]. Observe que extrafmos da distribui¢ao G uma amostra de
H elementos. Assim, podemos interpretar E [] como uma média amostral. Sob
certas condicoes de regularidade, as médias amostrais da equagao (46) irdo con-
vergir em probabilidade para as médias populacionais. Isto sugere que podemos
usar os momentos populacionais em (46) para analisarmos o comportamento do
sistema quando o nimero de agentes é muito grande:

E exp [BU (¢p, x1-1,...)]| f (O, x1-1, ...)]
E [eXp [ﬁU (¢h7 Ti—1, )H

Resta o problema de calcularmos os momentos populacionais de (47) . Suponha
para facilitar, que & = 0, ou seja, a performance de um estimador é medida
pelo lucro deste estimador no perfodo imediatamente anterior. Reescrevendo as
equagoes (20) e (24):

RfEt =

(47)

_»— Rxy_
MTht2 = (41— Rxy_2+ 641) M — Chi—2 (48)

fyO-Rt+l

Precisamos dar uma forma para a funcao f5;. No espirito da secao 5.2 suponha
que:

Jue = [ (On) = Oon + Orp20—1 + ... + O0rp2s_p (49)

Com estas especificagoes, podemos manipular as equagdes (47),(48) e (49) en-
contrando:

o, — B0 exp (00 -1Ji-2 (0) 0

E [exp (n9i-1fi—2 (0n))]
onde n = WZL’ Y1 = w41 — Rxy_p. Agora, defina 7 = nd;_ 1 e s9 = T,
Ri+1
$1 = TT4_2,..., S, = T&_2_1, € escreva exp (n¥i_1fi—2 (01)) = exp (3, sib;) . Para

calcularmos uma forma fechada para a equacao (50) supomos que as varidveis 6y,
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sao extrafdas de forma independente. A varidvel n =), s;0; possui distribuicao
normal, o que implica que exp (n) é lognormal com:

Elexp(n)] =exp |E(n) + %VCLT’ (n) (51)

Com isso, podemos escrever (50) como™:

Rxy = mg + 7]’l9t_10'(2) + 11+ ... T AT (52)

onde,
apr = —+ 19 O.T
kt my NUt—10,T¢—2—k

com my = E (0x) e 02 = Var (67) .

A equacdo (52) descreve o equilibrio do modelo. Em seu artigo, Brock e
Hommes utilizam exemplos de fungoes para ilustrar o modelo, deixando um trata-
mento mais geral para trabalhos subsequentes. Seguindo os autores, consideramos
o caso mais simples em que a funcao f; é dada por f; (0y) = 0o, € mo = 0. O
equilibrio fica determinado por uma equacgao de diferengas de segunda ordem,
dada por:

Rz, = UU(ZJ (xt—l - thﬁ)

Existe um ponto de bifurcacio claro em a. = no3 = 1. Consequentemente,
aumentos de 1 ou de 0% que levem o para além desta bifurcacdo, tornam o
sistema instdvel. O resultado que aumentos na diversidade dos agentes (o3)
levam & instabilidade nao surpreende ja que diferencas muito grandes quanto
ao viés tenderiam a reforcar os desvios em relagao ao prego de equilibrio num
processo explosivo.

Um exemplo mais geral seria supor que os individuos consideram periodos
passados na formulagao de suas expectativas. Assim, considere:

ft (On) = o + 010211 + O2pxt—2 + 03213

Neste caso, a equacao de equilibrio do sistema torna-se uma equacao de diferencas
de quinta ordem:

Rxy = mo+ muyumi_1 + moxi_p + MaiTi—3

2 2 2 2
+n (xt,l — th,z) (00 + 01%4—1%4—3 + 05X 2X—4 + aga:t,gxt,ig)

Os equilibrios estaciondrios desta equagao sao a solugao fundamental x = 0 e as
possiveis raizes de
(s — )
(x*)z _ n(R—-1) 0
5-2
"Note que o valor de E [0 exp (3, s:0;)] pode ser obtido diferenciando (51) com relagao a
Sk-

(53)
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onde 1 = mq + mp + m3 e 02 = 0% + 05 + 3. Observe que para valores de

i suficientemente grandes, dois novos estados estacionérios (um positivo e outro
negativo) sao criados (bifurcacao pitchfork). Segundo os autores, se continuarmos
aumentando i, teremos a criagao de uma nova bifurcac¢ao (Hopf) e o aparecimento
de flutuacoes cadticas, num padrao semelhante ao modelo com dois tipos de
previsores.

Porém, podemos analisar a formacao de trajetérias complexas por um out-
ro angulo, através do parametro 7. Para uma determinada parametrizagao do
modelo™, temos a seguinte “rota para o caos”.

Para valores pequenos de n o sistema ¢é estdvel e a trajetéria dos desvios tende
para a solucao fundamental.

0,008

0,006 -

0,004 -

o o] M/\Mﬂ/\f\f\(\f\AAAAUAVAVAVAVA
o 11 LA

1 Tempo 500

Grafico 9: Trajetoria de x (t) para n = 1.3.

Se aumentamos 7, temos a ocorréncia de uma bifurcacao Hopf e a presenca
de ciclos periddicos e quasi-periédicos na trajetéria de z (t) .

1 Tempo 500

Gréfico 10: Trajetdria de x (t) paran = 1.5.

Finalmente, persistindo no aumento de 7, vemos o aparecimento de atratores
estranhos’.

" Colocamos mg = 0, my = 0.5, mp = 0.2, mg = 0.1, 05 =102 =0.1e 05 = 05 = 0.05.
FEstes parametros fazem com que a equagao (53) s6 possua solugdes complexas, garantindo que
o equilibrio estaciondrio seja tinico.

"20s autores mostram ainda que para valores muito altos de 7 as trajetérias tornam-se
explosivas.
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Gréfico 11: Trajetoria de x (t) para n = 1.59.
Concluindo, lembramos que nos modelos com poucos tipos de agentes, a com-

plexidade emerge da diversidade entre as tendéncias. Aqui também vemos este
padrio, representado pelo parametro o3.
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